Série d'exercices corrige:

Résolution de systeme linéaires par les
meéthodes directes et indirectes



Exercice 1

* Résoudre le systeme suivant par la méthode d’élimination de Gauss et en déduire le déterminant
de la matrice du systeme

1214\ /%1 13
[ 2043 |[x)|_|28
4 221 |\xs]| |20
—31 3 2/ \X4 6

* La méthode d’élimination de Gauss consiste a transformer le systeme en un systeme a matrice
triangulaire supérieur. Pour cela nous allons effectuer des opérations sur la matrice A et le
vecteur second membre.

e 1)On choisit la premiere ligne comme pivot et on doit annuler le premier terme de chacune des
lignes 2,3 et 4 en les remplacant comme suit



e l, «1,-21y; I3« 13-41y; [, < [4,+3 14, 0nauraalors

1 2 1 4 X1 13

./ 0 —4 2 =5 X2 | 2
0 -6 —2 —15 [\ x| | =32
0 7 6 14/ \X4 45

e 2) Choisissant la deuxieme ligne comme pivot et annulant le deuxieme terme de
chacune des lignes 3 et 4 par:

e [; « l3-:—il2; [y l4—_l4l2 ce qui donne



1 2 1 4y /13
0 —4 2 —5|/0 ;
. 15 _

=5 5 Il x|~ | =35

97
2t [ \x \—/
\O . 4 2

* 3) Enfin on choisira la troisieme Ilgne et on annulera le troisieme terme de la ligne
19
4 par l, « l4——_10 [

1 2 1 4 X1 13
0O —4 2 -5 X5 2
0 0 -5 —=2]lxs |7 | =35

2
0 0 0 —9/ \X4 —18



Etape 2: la résolution:

* On effectue le produit de la matrice et le vecteur, on obtient

/xl + sz + X3 + 4‘X4\ 13
—4x, + 2x3 — 5x4 7

) —5x3 —1—5x4 ~| =35

\ —9x42 / —18

* Et en identifiant les coordonnées des deux vecteurs ci-dessus, Il est évident
gu’a partir de la quatrieme ligneon a :

¢ X4=2



—35+1_5.X'4_
2 =4.
V4
—5
Z—ZX3+SX4_
_4_ -

* De la troisieme, on obtient x5 =

* De la deuxieme ligne, on tire x, = -1
* Et enfin, de la premiere ligne on a
* xqy =13 — 2 x,-3 x3-4 x,=3

* D’'ou la solution de notre systeme est



Remarque

* Dans les formules de Gauss, au k-eme passage on divise les

coefficients de la k-eme ligne par le termea,({';(_l). Ce terme est

appelé pivot. La division des termes n’est possible que si le pivot est
non nul.

* Vu que dans un systeme, I'ordre des équations n’a aucune
importance, on peut toujours permuter deux lignes et obtenir un
pivot non nul.

* Si parmi les équations suivantes, il n‘existe aucune equation qui peut
étre permuter avec la ligne k, le déterminant de la matrice initiale est
nul.



e 2) En déduire le déterminant de la matrice du systeme
*Ona
« detA = (—1)P [[i=7a®
* ou p est le nombres de permutations effectues
* Puisque, nous n‘avons permuté aucune ligne, on obtient

+ detA = [[iZ7 al® =1(-4)(-5)(-9)=-180



e Résoudre le systeme suivant par la méthode d’élimination de Gauss et
en déduire le déterminant de la matrice du systeme

(212)0)-0

* Vu que le premier élément de la matrice est nul, pivot nul, on doit
permuter la ligne lavec la ligne 2 pour pouvoir appliquer la méthode
de Gauss, donc on va effectuer l; « [,, I3 « I3+ 1/, 14



¢ Puis I3 « I3 — 9/, 1,, on obtient

2 1
10 1
0 O

-]
N[O =

N]Ul = WO

p—



* D’'ou la solution du systeme:

s . 1
* De la troisieme, on obtient z = "

* De la deuxieme lighe, ontire y=1—2z =
* Et enfin, de la premiere ligne on a

. o= 27¥=32.1

2 4

1 3 1

t
* La solution du systeme est X = (—,—,—)
4’4’ 4

A w



* On déduit le déterminant de la matrice du systeme par
« detA = (—1)P [[i=Ma¥

* Et comme on a effectuer une permutation de Ilgne, p=1, ce qui donne
cdetA =—-(2)(1)(-2) =4



EXERCICE 2 :

e Résoudre le systeme suivant par la méthode de Gauss-Jordan, en
déduire le déterminant de la matrice du systeme et Trouver la matrice

inverse
21 —4\ /x 38
.(33 _5)(y):(14)
45 -2/ ‘\z 16

* On va effectuer les transformations sur |la matrice augmentée ci-

dessous
2 1 —4]8
. (3 3 —5 14)
4 5 =2116




* Commengons par diviser la premiere ligne par %, et puis [, <« [,-3 [4;

1 1/2 -2|4
. (O 3/2 1 2)
0 3 6 10
* Le pivot étant 3/2, divisant la deuxieme ligne par 3/2, et [3 <« [5-3 [,

1 1/2 -2| 4 1 1/2 =21 4
. (o 1 2/3 4/3) ~ (o 1 2/3 4/3)
0 0 4l—4 0 0 1l-1

* [; « [3-4 ], 0naura




 Maintenant, on va annuler les éléments qui sont sur la diagonale en faisant
[, « 1;+2 15 etl, « [,-2/3 l5, ce qui donne

1 1/2 0] 2
-(0 1 0|2
0o 0 1l-1

* Enfin, par l; < [;-1/2 [,, on obtient

1 0 01
'(O 1 0] 2
0 0 11-1

1
e Ce qui donne la solution du systeme X = ( 2 )




* Le déterminant de la matrice de notre systeme est le produit des

pivots
21 —4 ;
edet|3 3 —5 :2*5*4=12

45 —2
e Calcul de l'inverse: on va appliquer les transformations ci-dessus sue
la matrice

2 1 —4{1 0 0\ /1 1/2 =2]1/2 0 0
-(3 3 —5(0 1 o)~(o 3/2 1]|-3/2 1 o)~
0 0 1

4 5 =2 0 3 61 -2 01




172 —2|1/2 0 0
1 2/3|-1 2/3 o0
0

o O

0 0 —2 0 1 1(1/4 -1/2 1/4
1/2 0 1 —1 1/2 1 0 o0/|19/12 -=-3/2 7/12
1 0|—7/6 1 -1/6 |~{0 1 0|—=7/6 1 —-1/6
0 11 1/4 -—-1/2 1/4 0 0 1| 1/4 -1/2 1/4
e D’ou la matrice inverse est

19/12 —3/2 7/12
| =776 1 -1/6
1/4 —1/2 1/4

1 1/2 =211/2 0 O
(0 1 2/3 —1 2/3 0>~
1

0

0




EXERCICE 2 :

1) Donner la factorisation L U de la matrice suivante :

4 —9 2
cA=|2 —4 4
-1 2 2

e 2)En déduire le déterminant de la matrice A

* 3)Résoudre le systétme AX=b par la factorisation L Uou b = (—47 — 12 18)t.



1) la factorisation L U

4 —9 2 1 0 0\ /U1 Uz U3
c A= (2 — 4 4) =1l;; 1 0 ( 0 up u23>=
1

-1 2 2 131 l32 0 0 U33
4 —9 2 Uq1 U2 Uq3
. (2 — 4 4) =<l21u11 U1 + Uy; lp1uU13 + Ups )
-1 2 2 l31u11  l31Uqp + l32Upp  I3qUq3 + [35Up3 + Uss

Par identification terme a terme les éléments des deux matrices, on obtient



* Uy1=4; Ug2=-9; Ug3=2;

2 1 -
* lLhbyup =21l = PRy l31u1, = 1 =13, = R
— — — 1.
* LUy FUyy, = =4 = Uy, = —4 — 1 u = >

* l1ugz +Upz = 4 = Uyz=4- [1U3=3;



— __2-lzquqp 1
* l31u12 + l32u22 — 2 — l32 — " _-E

* l31U13 + I3pUp3 + Uzz = 2 = Uzz = 2 — [31Uy3 — [35uy3=4

* Douona
100 4 -9 2
e [ = 2 10 U=10 1 3
1 -1 2
7 2 ! 0 0



e 2) En déduire le déterminant de la matrice A
e detA = det(LU) = detL X detU
 Et comme L et U sont deux matrices triangulaires, alors
cdetL=1x1x1=1;detU =4Xx-x4=8

e Ce qui, donne
cedetA=1%xXx8=8



* 3)Résoudre le systeme AX=b par la factorisation L U ou
b =(—47 —12 18)¢
*Ona
cAX=b<= LUX =0b
* Et en posant Y = UX, on aura a résoudre

fLy =b
UX =Y



* On résout en premier LY = b qui est

0 O

1 Y1 —47 1
1z b0 <yz> - (—12) s| Pty
— = 1) Vs 18 _Tl}ﬁ_%h T V3

: 4 2,
* Et qui pour solution

* y1=-47;
1 23
Yy =—12—2y =2}

. y3=18+%y2 +iy1=12, doncY



* Enfin,onrésout UX =Y

4 =9 2\ ,x;\ [—47 4xy — 9%z + 2x3\  [/—47
1 23 1 23
el 0 E 3 <x2>= 7 Exz + BX3 = ?
0 0 4/ \*3 12 4x, 12

 Dont la solution est
* X3 = 3, Xo = 2(22_3'3X3)=5 ; X1= % (_4‘7 +9 x2-2 X3)='2

 D’ou la solution cherchée est

(3



EXERCICE 3 :

* On considere la matrice tridiagonale suivante :

2 -1 0 0
[ -12-10
0 —12 —1
00 -1 2

1) En déduire que A admet une décomposition de Cholesky A = L Lt.
2) Résoudre le systéme AX=b par la méthode de Choleskyou b = (0 0 0 5)¢

3) En déduire le déterminant de la matrice A.



* 1) Pour que A admet une décomposition de Cholesky, il suffit de
vérifier gu’elle est symétrique définie positive. En effet on a

* a) A est symétrique car
t

2 —1 0 0 2 —1 0 0
-1 2 -1 0 -1 2 —-10
0t= — =
4 0 —1 2 -1 0—12—1A

0 0 —1 2 0 0 —1 2



* b) A est positive car

« X'AX = (x; x, X3 Xx4)

* (X1 X3 X3 X4)

2 —1 0 0
-1 2 —1 0
0 —1 2 —1
0 0 —1 2
le_xz

—Xq + 2X5 — X3
—X, + 2X3 — X4
—X3 + 2Xx4

X1
X2
X3
X4



« XPAX = x1(2x1 — x3)+ x5 (—x1 + 2%, — x3)+ x5 (—xy + 2x3 — Xx4)+
o x4(—x3+2x5) = 2(x% + x5+ x5+ x£) = 0
e o XIAX > 0VX € R*
* c) A est définie
e X'AX = 0 © 2(x? + x2+ x2+ x2) = 0 & x2= x2= x2= x2=0



e 2) Résoudre le systeme AX=b par la méthode de Cholesky ou
«hb=(00 0 5)°
* a) Ecrivant la matrice A comme

e A=1L1I
2 -1 0 0 70 00\ /1L;; 0 00\°
-1 2 =10 _(lar 200 )l 15,00
0 —1 2 —1 [31 l35 135 O [31 l35 133 0

0 0 —1 2 l4-1 l4-2 l43 l44 l4-1 l42 l43 l4-4-



2 —1 0 O iy 0 00 11 l21 l31l4q
-1 2 —-10)\ (1l 00 0 lyy U331y
0 0 —1 2 lo1 Lo L3 Lya 0 0 0 [y,

/ 11 2 L1 o1 11131 l11 Laq \
l21114 l1% + 1557 lp1 31 + 3513 lp1lar + 1yl
311117 31031 + 132155 1312 + l322 + 1332 l31l41 + l32147 + [33143

larlin laglag +laplan laqlzg + laplsy + 143l33 Lo + La® 4+ 1ys” + 1442/



* En identifiant, on obtient

-1
* 1y =V2; 121:ﬁi131 =0;l4, =0

; 2
* ly= \/2 — 1% = \/;r' l21l31 + la2l32 = =1 = I35= _\/;;

* Iyl + 152142=0= 14,=0;

¢ l312 + l322 ~+ l332=2 — l33=

2 °
\/§;

V3
* lyqlzq + lyplsy + 1y3l33=-1= [)3=- Y



2 2 2 2
¢ lg" " 3"+l

e D'ouona

ﬁl

0
_ |2
3

\o 0

7—

—V3

2

0

2/

=2 = l4_4_=

N | &

-
N | W

-

|5

Sk




* b) La résolution du systeme AX = b revient alors a la résolution des deux
systtmes 1) LY = b; 2)L['X =Y

* Donc, résolvant en premier LY = b i.e

(E 00 o L

-1 3 -1 3
% Az O 0 )1 0 ﬁ)ﬁ"‘\/;yz 0
. y2|_[0 [0
2 2 o [\vs) T \o) T _f, 2. |T\o
O - 3 \/5 y4 5 - §y2+\/_§y3 5
—V3 5 \—ﬁ V5
\O 0 = 3 T)’3+7)’4/



 Dont la solution est
*y,=0

3
\/—)’1 \/;)’2 = 0 = y,=0;
o — E _I_i —O: _O.
33’2 \/§Y3— y3=Y,

° _fy3+§y4 =5=y,=2V5




* Résolvant ensuite le systtme L'X =Y

7 G
0
0 0
\oo

0
0 &
0

2/5

1

/\/ixl _\/_E

3 2

272 7 |3

2 V3

i)

V5

Zx,

<|ooc>
Ul



e Et qui a pour solution
V5

° 7.7(:4_: 2\/§ = X4=4,'
¢ %X3'EX4 =0= X3=3,'

\/§x2+7\/_x3 =0 = x,=2;

\/_xl xZ—O:X]_ 1



* On a la solution de notre systeme est

o X =

Wi =

N

* 3)En déduire le déterminant de la matrice A

e detA = detL Lt = detL X det Lt
e Et comme det Lt=det L, on a alors

e detA = (detL)? = (+/2. \E \/Zg \/§)2=5

2




