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Cours sur la méthode des moindres carrés

Introduction Ce cours consiste a expliquer comment établir la droite de régression (un
ajustement affine)par la méthode des moindres carrés. Pour définir cette méthode, on va
faire un petit rappel sur le calcul des dérivées partielles, car par la suite on aura besoin
d’effectuer deux types de dérivées par rapport a deux variables différentes.

Rappel sur les sommes en mathématique
Y =2+ o+ + z,.

Y (m+y) = S w4+ Xy

X (ax; +b) =X (ax;) + X0 4b

= (azy + axy + ...... +ax,)+ (b+b+....+D)
=a(ry+x9+ ... + ;) +nXDb

=aX! x; +nb

Rappel sur les dérivées partielles

Soit la fonction f(a,b) a deux variables a et b tel que f(a,b) = (y— (az+0b))?, on remarque
que cette formule a la forme suivante :

On commence par la dérivée partielle par rapport & "a'".

o~ 2y (ar + D))

Car (U™) = nU" U’
On reprend la dérivée tel que le "b" est constant.

o~ 2y (ar + B)(-)

= —2z(y — (az +b)).

Maintenant, on fait la dérivée partielle par rapport a "b".

f;—‘z =2(y — (ax + b)) x (—1)

=—2(y — (ax +b)).

Le principe de la méthode des moindres carrés Soit une population représentée
par le couple (z;,y;), donc on a deux ensembles {{x, za, ...,z }; {y1, Y2, ..., Un} }-

La méthode des moindres carrés (pour la régression linéaire) consiste a rechercher une
relation entre y et x qui a la forme y = f(x), lorsque cette relation est de type affine
donc de la forme y — ax + b donc on parlera de régression linéaire. Dans ce cas, "y" est
appelée la variable dépendante ou la variable expliquée et "x" est la variable explicative
(on va remarquer qu’il n’existe pas une relation directe entre x et y car on va trouver des
erreurs). L’ensemble de couple (z;,y;) fait 'objet d’une représentation graphique qui est

la suivante :
Les z; et y; peuvent étre représentées par un nuage de points ssi a pour abscisse x; et

comme ordonnée y; tel que :
— Dy, est la droite de régression de y en x,
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- Dy, alaformey — ax + b,
— Le point P, a le méme abscisse que M;.
Si on voit la figure ci-dessous, on remarque qu’on a une forme de dispersion des points

autour de la droite D, /,.

FIGURE 1 — un schéma explicatif

Ce nuage de points est caractérisé par le point moyen G(z, ) tel que Z c’est la moyenne
des x et y c’est la moyenne des y sachant que le point G se trouve sur la droite.
Donc 'objectif est de rechercher la droite qui ajuste ce nuage de points, on remarque qu’il
y a des écarts appelés résidus qui sont les P;M; notés par ¢;. Le but de la méthode c’est
de déterminer la droite D pour la quelle la somme P,M; carrée c’est a dire P, M? soit
minimale. Cette somme est la somme de tous les résidus €?.
On fait Ye? parce qu'’il y a parfois des écarts positifs et parfois des écarts négatifs.
Le P; vu précédemment a comme ordonnée ax; + b et le point M; a comme ordonné y; et
donc le résidu entre P; et M; est égale a X1 (y; — (ax; +b))? = X2 = E (qui représente
lerreur).
Donc l'objectif est de déterminer a et b de telle sorte que cette somme soit minimale.
On cherche I’équation e la droite Dy, : y = ax + b...(1).
Cette droite passera obligatoirement par le point moyen G(Z,%), comme le point G ap-
partient a la droite, donc nous avons :
y=azr+b....(2)
1)-2):y-yg=alz-z

~—

2x; 2 di(x; 2
Sachant que T = —, § = —— et 02 = (z; — 7) c’est la variance de "x", pour "y"
n n n
, R , ,  Xa?
c’est la méme chose. On peut aussi mettre 0, = — — z°.
n

Y(xi — ) (Y — )

La covariance o, = donc la variance de x est tout simplement la cova-

n
riance o, car :
2
szyl _ EZITZ _9
oy = — Y = Opp = z°.
O_TL n
X
Le a= —
g

On a E = Y(y; — (az; +b))?, pour minimiser cette somme, il faut rechercher 55 ©n main-
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tena%tE”a" comme constante.
— = = 2(=1)E(y; — (az; + ).
5
Et S0 —2%(y; — (ax; + b))x; en maintenant "b" comme constante et comme 'objectif
a

oF

c’est de minimiser E, donc on doit poser 55 0 et Sa 0.
a

On va montrer que la droite D/, : y = ax + b passe par G(Zy) donc on va poser :
oE
5 0 <= —237 ,(y; — (az; + b)) = Oondivisepar(—2) ce qui donne.
S S (s (0w ) =0
— Xy — 2 (axr; +0) =0
= Ty = T (i + D)
Xy =aX] jx; + X0 b
Y X, nb
=a +—.

]

—
n n n

X i X €X;
i=1Y — g et i=1

On sait que = Z, on obtient § = aZ + b, ce résultat traduit que le

n n

point G(zy) appartient bien a la droite D. G est le centre de gravité du nuage de points.
FE

Si on pose : S =237 (y; — (az; + b))x;.
a

oFE

5— =0= —22?:1(:%' — (CL.TZ‘ + b))l’l =0

a

= ¥ (2 — (az? + bx;) =0

= Xz = B0 ax? + X b

On a b=y —ax

= X0 wy =20 jax? + X0 (§ — aT)zy

= X ay; = N ax] + Xy — N an@

n n 2 n n
Lirys o Mgy ML DY
=q Y — = -
n n 9 n
X ;Y X
= =1 :CL( =11 —3_32)4—:?;&
n n
Spal o YNhamy
P o SR W L L
n n 9
X T;Y; Xrox
On sait que == — 37 & 0, et —— — 72 & o2
n
Uzy
= a= ?
X

Exemple Soit le couple de données suivant :

T Yi
25| 27
28 | 28
30 | 28
30 | 30
35| 31
F|F
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Sachant que x; est la variable explicative,

y; est la variable a expliquer.

La droite de régression a la forme suivante : y; = a+ fz;+€ 5 (le a) et a (le b) représente
les paramétres du modéle, 3 est appelé la pente et « ¢’est la constante.

Question : Estimer les paramétres du modéle ou bien estimer les coefficients de régres-
sion ou bien trouver ’équation des moindres carrés ou bien trouver I’équation de la droite
de régression simple.

Pour estimer a noté & et B pour (3 on suppose que € =0 .

A Oy ~ _ A —

b= U—Qy et & =y — [T

xT

7= 21T (95 1 98430 4 30 4 35)/5 — 148/5 = 20,6
g= 25 (97 98 4 98 480 4+ 31)/5 — 144/5 — 28,8
agzw:53,2/5:10,64

0uy = %2;;1(@ CF) g — ) — 21.,6/5 — 4,32

4,32

6:10,64:0’406

o =28,8—0,406 x 29,6 — 16,782
y = 16,782+ 0,406z;

Le tableau des valeurs est comme suit :

zi |y | (@i—2) | (v —3)? | (i —9) | (2 —7)(yi —9)
25 | 27| -46 2116 18 828
28 | 28 -1,6 2,56 -0,8 1,28
30 | 28 0,4 0,16 -0,8 0,32
30|30 | 04 0,16 1,2 0,48
35| 31| 54 20,16 2.2 11,88

Deuxiéme méthode On peut aussi utiliser le tableau suivant :

2

25 27 625 675
28 28 784 784
30 28 900 840
30 30 900 900
35 31 1225 1085
x =296 | y=28,8 | X =4434 | X =4284
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[’équation de la droite de régression est donc la suivante :

§ = 16,782 + 0, 406z;

M.Mendjel



