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Résumé Ce document rédigé pour les étudiants de premiere année
mathématiques et informatiques, c¢’est un support du module algebre du
deuxieme semestre. Ce module contient quatre chapitres, espace vectoriel,
applications linéaires, les matrices et résolution de systemes d’équations. Le
cours est diviser en plusieurs parties, dont le deuxieme chapitre sur les
applications linéaires est présenté ci-dessous.
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Chapitre 2

Notion d’Application
Linéaire

DEFINITION 1. 1. Soit (E,+,-) et (F,+,") deuz K. espaces vectoriels et soit
f une application de E dans F', on dit que [ est une application lineaire
st et seulement si :

{ Va,y € B, f(x +y) = f(x) + f(y);
Vee EVAe K, f(A-z)=X\- )

ou d’une maniére équivalente :
Va,y € BE,VA p e K, f(Ar + py) = Mf(z) + pnf(y).

2. Si de plus f est bijective, on dit alors que f est un isomorphisme de E
dans F.

3. Une application lineaire de (E,+,-) dans (E,+,-) est dite un endomor-
phisme.

4. Un isomorphisme de (E,+,-) dans (E,+,-) est aussi appelé un automor-
phisme de E dans E.

EXEMPLE 1. 1. L’application
R — R
(z,y) — (v+y,2z,—y)
est lineaire, en effet pour u = (z,y),v = (z',y') €R?, et \,p € R

fiu+po) = fi(A(z,y) + p',y)
fOr + pa’, Ny + py')
(Az + pa’ + My + py', 2\ + pa’), —(My + py'))
Nz +y, 2z, —y) + p@ +y,22", —y)
= Mi(z,y) +pfi(@y)

Afi(u) + pfi(v)
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2. L’application

fo:R? — R
(‘T7y) — -y

est une application lineaire, car Nu = (z,y),v = (z/,y') € R2,V\,u € R,

fou+pv) = filA(z,y) + p(@',y"))
= [+ pa’, My + py')
= Az +pz’ — Oy +py')

Mz —y) +plz —y')

AMa(z,y) + pfa(z’,y')

= Ma(u) + pfa(v)

3. L’application
fs:R — R

r — 3x

est un isomorphisme, en effet,fs est lineaire car :
Vo,y € R, VA, p € R, fs(Aztpy) = 3(Az+py) = 3xa+3py = Afs(x)+nfs(y),
et f3 est bijective.

REMARQUE 1. On peut montrer facilement la somme de deuz applications linéaires
est une application linéaire, aussi le produit d’une application linéaire par un
scalaire et la composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

PRrOPOSITION 1. Soit f une application linéaire de E dans F'.
1. f(Og) = Op,
2.Vrx e E, f(—z) = —f(x).

Démonstration. On a,
1. f(Og) = f(Og +Og) = f(Og) + f(Or) = f(Og) = OF.
2. f(=2) + f(z) = f(—z +2) = f(Op) = Or = f(-2) = — f(2).

2.1 Noyau et Image

DEFINITION 2. Soit f : E — F une application linéaire, On appelle noyau de
f Uensemble noté ker f défini par

kerf = {u € B; f(u) = Op}

On note parfois ker f, par f=1(0).



2.2. PROPRIETES 7

DEFINITION 3. Soit f : E — F une application linéaire, On appelle image de
f Uensemble noté Imf défini par

Imf={yeF/3x ek, f(z)=y}={f(z)/z € E}=f(E)
EXEMPLE 2. 1. Déterminons le noyau de ’application f1,

fi:R? — R
(r,y) — z+2

kerf = {(z,y) € R*/f(x,y) =0}
(z,y) e R?*/x + 2y = 0}
(z,y) € R? [z = =2y}
(—2y,y)/y € R}

= {y(-2,1)/y e R}

{
{
{
{

donc le ker f est un sous espace vectoriel engendré par u = (—2,1) donc
il est de dimension 1, et sa base est {u}.

2. Cherchons l'tmage de

fo:RP — R
(.’L’,y7Z) — (—:L‘+y,9c—z,y)

Imfs = {f(z,y,2)/(z,y,2) € R®}
= {(—x—i—y,x—z,y)/(x,y,z)ERg}
= {2(-1,1,0) + y(1,0,1) + 2(0, —1,0) /(x, y, 2) € R3}

donc Imfy est un s.e.v de R® engendré par {(—1,1,0),(1,0,1),(0,—1,0)}
il est facile de montrer que cette famille est libre et donc il forment une
base de R® donc dimImfy = 3,rg(f2) = 3, et d’ot Imf = R3.
2.2 Propriétés
THEOREME 1. Soit f : E — F une application linéaire, alors
f est injective <= kerf = 0g
f est surjective <= Imf =F

EXEMPLE 3. Dans lexemple pécédant Imfo = R? donc fo est surjective, mon-
trons que fo est injective

kerfo = {(x,y,2) € R*/fo(x,y, 2) = (0,0,0)},
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— kerfy = {(z,y,2) € R*/(—x +y,z — z,y) = (0,0,0)}

—r+y=0
o zr—2=0 —zx=y=2=0
y=0

donc ker fo = (0,0,0), ainsi fo est bijective.

PROPOSITION 2. Si f est une application linéaire de E dans F ,alors si dimImf =
n < +o00, alors n est appelé rang de f et on note rg(f).

THEOREME 2. Soit f : E — F une application linéaire, avec dimFE = n (finie)
alors
dimker f + dimImf = dimFE

PROPOSITION 3. Si f est une application linéaire de E dans F ,alors si dimImf =
n < +o00, alors n est appelé rang de f et on note rg(f).

ProprosITION 4. Soit f : E — F est une application linéaire, alors kerf est
un s.e.v. de E, et Imf est un s.e.v. de F.

1 Image d’une famille de vecteurs par une application
linéaire
Image d’une famille génératrice

Soient E et F' deux K—espace vectoriels et f une application linéaire de F
dans F', si B est une famille génératrice de E alors 'image par f de la famille
B est génératrice du sous espace vectoriel Imf de F, en d’autre termes

E =Vect(B) = Imf = Vect(f(B))

Image d’une famille libre

Soient E et F' deux K—espace vectoriels et f une application linéaire de F
dans F, B une famille libre de E . Si f est injective alors f(B) est une famille
libre de F.

Image d’une base

Soient E et F' deux K—espace vectoriels et f une application linéaire de F
dans F', B une base de E. L’application f est bijective si et seulement si f(B)
est une base de F

THEOREME 3. Soient E et F' deur K—espace vectoriels et f une application
linéaire de E dans F. Si dimE = dimF alors on a les équivalences suivntes

f bijective <= f injective <= f surjective
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Propiétés

PROPOSITION 5. Soient E et F' deux K—espace vectoriels et f une application
linéaire de E dans F. Pour tous vecteurs vi,vs...,vr de E pour tous scalaires
ay, ..., de K on a :

flarvr + aova + ... + ogoy) = ay f(vr) + ao f(v2) + ... + ap f(vk)
on en déduit le résultat suivant

COROLLAIRE 1. Soient E et F' deur K—espace vectoriels et f une application
linéaire de E dans F, on suppose que E de dimension finie et on désigne par
B = (e;)1<i<p une base de E, pour tout vecteur x appartenant a E,

f(z) =21f(er) +zaf(e2) + ... + 2pf(ep)
ot 1, T2, ..., Tp appartenant ¢ K sont les coordonées de x dans la base B
Démonstration. Soit x un vecteur de E se décomposent dans la base B =
(e;)1<i<p sous la forme
T =1x1€1 + T2€2 + ... + Tpep

En appliquant f on obtient

f(x) = f(r1e1 + z2e2 + ... + xpep) = 21 f(e1) + x2f(€2) + ... + xpf(ep)

ou on a utilisé le résultat de la proposition précédante O

2 Détermination d’une application linéaire par son action
sur une base

une conséquence du corollaire 1 est qu’une application linéaire est entiérement
determinée par les images des vecteurs d’'une base. Pour se convaincre, considérons
deux K—espaces vectoriels E et F', avec E de dimension finie muni d’une base
B = (e;)1<i<p et deux applications linéaires f et g de E dans F telles que

Vi€ {1,....p}, f(e:) = fle;)

Montrons que f etg sont alors identiques, c¢’est & dire montrons que f(z) = g(x)
pour tout x € E Soit x un vecteur de E de coordonées x1,x»,...,x, dans B
d’apres le corollaire 1

flz) =z1f(er) +x2f(ea) + ... + zpflep)

g(x) = z1g(e1) + @2g(e2) + ... + xpg(ep)
On en déduit alors que
f(z) = g(x)
Autrement dit, si deux applications linéaires agissent de la méme maniere sur

les vecteurs d’une base alors elles sont necessairement identiques. Il est clair que
la réciproque est vraie, on a doc 1’équivalence.
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2.3 DMatrice associée a une application linéaire

Soient E et F' deux espaces vectoriels donnés, tels que dimE = p et dimF =
k, et soit f : E — F une application linéaire. Si By = {v1, v, ..., v, } une base
de E, et By = {wy, wa,...,w;} une base de F, avec

f(vi) = aryw1 + agiwa + ... + ag;wi

alors on appelle matrice associée a f par rapport aux bases B; et By notée
M(f, By, Bs) la matrice (k,p) dont les colonnes sont les coefficient aij

aixz a2 ... Qip

@21 a2 ... Qa2p
M(f, B, Bz) =

a1 G2 Akp

EXEMPLE 4.
fiR® — R
(‘rayVZ) — ($+y+2,l‘—y)

R3 sa base canonique B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} et R?
sa base canonique B’ = {v; = (1,0),v2 = (0,1)},

f(el):f(LO’O):(l’l):Ul + v2

f(eQ) = f(oa 1a0) = (1’ _1) = U1 — V2.
fles) = f(0,0,1) = (1,0) = vy

fler) f(e2) fles)
1 1 1 U1
-1 0 (%)

—_

EXEMPLE 5.

f:R? — R?
(z,y) — (z+y,z—-y)

B={e; =(1,2),ea = (-1,1)} et B' = {v1 = (0,2),v2 = (-2,1)}, On doit
chercher les A1, Ao, A3, A\q

fler) = £(1,2) = (3, 1) = M1 + Aava,

f(e2) = f(_L 1) = (07 _2) = A3v1 + Aqva,

| =
[\l

(3,—1) = M (0,2) + Ao(—2,1) = { i; _
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As = —1

(0, —2) = )\3(0, 2) + )\4(—2, 1) < { Ay =0

A A fler)  flez) fles)
vern= (5 3 )=| "3 0w
T2 U2

ExXEMPLE 6. Soit Uapplication linéaire
f:R? — R
(z,y) — (@+yz+yz+y)

pour trouver la matrice associée a f par rapport aux bases By = {(1,1),(—2,0)}
et Bo ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} , on procéde comme suit

f(1,1)=(3,3,3) =3(1,1,1) + 0(1,1,0) + 0(1,0,0)

F(=2,0) = (=2,-2,-2) = —2(1,1,1) + 0(1,1,0) + 0(1,0,0)

les coefficient obtenus constituent les colonne de M (f, By, Ba) et donc

3 -2
M(f,B1,B2)=1 0 0
0 O

PROPOSITION 6. Soient E et F' deux K— espace vectoriels de dimensions finies
n etm,B = (e, €, ...,e,) une base de E et B' = (v, v, ..., Uy,) une base de F,
alors la donnée d’une matrice A € M(n,m)(K) donne une unique application
linéaire f de E dans F la matrice suivant les bases, B et B’ est A

1
2

base canonique de R?, (e1,ez),

EXEMPLE 7. A= < _01 ) , f:R?2 — R2, A est la matrice de f suivant la

f(el) =e1 +2ey = f(].,O) = (130) + 2(07 1) = (172)7
fle2) = —e1) f(0,1) = —(1,0) = (-1,0),
fl@,y) = f(x(1,0) +y(0,1)) = 2f(1,0) + yf(0,1)
flz,y) = 2(1,2) +y(=1,0) = (z — y, 22).
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