Chapitre 3

Les matrices

3.1 Espace vectoriel des matrices

DEFINITION 1. On appelle une matrice dans K de type (n,p) un tableau rectan-
gulaire A d’éléments de K ayant n lignes et p colonnes.

a1 a2 A1p

a21 Qa22 a2p
A= .

Gnl  ap2 Anp

On note a;; I’élément qui se trouve a la ligne numéro ¢ et la colonne j et on
note la matrice A par A = (a;;)1 <i <n,1 <j <p. L’ensemble des matrices
de type (n,p) est noté M(n,p)(K).

1. Pour n =1, on dit que A est une matrice ligne, A = (@11, a12, ..., G1p).

aiy
a1
2. Pour p =1 on dit que A est une matrice ligne, A =
Gnl
3. Pour n = p, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n et on note
A e M, (K).
1 40
2 3 0 .
EXEMPLE 1. 1. Ay = 39 0 |’ Az est une matrice de type (4,3).
4 1 3
-1 0 1 7 )
2. Ay = ( 5 2 1 0 ) , Ao est une matrice de type (2,4).
1 9 ‘ Lo
3. Az = ( 6 0 > , As est une matrice carrée d’ordre 2.

5
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DEFINITION 2. Soit A = (a;;)1 <i<n,1 <j<petB=(b;)l<i<n 1<
J < p deux matrices de types (n,p),
On dit que A=B siVi=1,..,n,Vj =1,...,p,a;; = by;.

3.2 Opération sur les matrices

1 Addition de matrices et multiplication d’une matrice
par un scalaire

— Soient A = (aij), o, 12,2, € B = (by), ., ,,., deux matrices de
M ) (K). On appelle somme de deux matrices A et B, et on note A+ B
la matrice de M, ,(K) définie par

A+ B = (aij + bij)i<i<n1<j<p

— Soient A = (ayj),_,, ,.,-, une matrice de M, ) (K) et un élément o
de K. On appelle produit par un scalaire a , et on note o - A ou oA la
matrice de M, ,)(K) définie par

aA = (@ X ajj)1<i<n,1<j<p

Alors (M, ) (K), +, ) est K—espace vectoriel de dimension n x p, sachant

00 .. 0
que I’élément neutre de I’addition est la matrice nulle 0 0
00 0

2 Produit de deux matrices

DEFINITION 3. Soit A € My, ,,)(K) et B € My, (K), on définit le produit de
la matrice A par B comme étant une matrice C' = (¢;;)1 <i <,1<j<m¢€

M (nm)(K), avec

cty = a“blj + aigbgj + (lglbgj + ...+ (lipbpj

REMARQUE 1. 1. L’élément Cy; de la matrice C se calcule en additionnant
le produit des éléments de la ligne i de la matrice A par la les éléments
de la colonne j de la matrice B.

2. Le produit de deux matrice ne peut se faire que si le nombre de colonnes
de la matrice A correspond au nombre de lignes de la matrice B.

1 2 0 1
EXEMPLE 2. A = < ; ; 8 ),B: 2 01 1
1100



3.3. ANNEAU DE MATRICES CARREES 7
A est de type (2,3) et B de type (3,4) ainsi C' sera de type (2,4).

C—A-B—(1X1+1X2+OX1 I1x241x040x1 1x0+1x1+0x0 1><1+1><1+0><0>

2Xx142%x240x1 2%x242x04+40x1 2x042x14+0x0 2x14+2x14+0x0

32 1 2
:*C_<6424)

REMARQUE 2. Le produit de deux matrice n’est pas commutatif voici un exemple :

an(13) (5 2)- (0 ) rman(L3)

3 Transposition de matrices

DEFINITION 4. La transposée de la matrice A est une matrice notée At définie
par
A= (a;)1<j<p1<i<nm,

autrement dit A® c’est la matrice de type (p,n) obtenue en remplacant les lignes
par les colonnes et les colonnes par les lignes et on a : (A')! = A.

;1 8 1 2 3 4
EXEMPLE 3. A = At=1| 4 3 2 1
2 0
1 3 0O 0 0 3

=W N =

DEFINITION 5. Soit A une matrice carrée sur K
1. On dit que A est une matrice symétrique si At = A

2. On dit que A est une matrice antisymétrique si A® = —A

3.3 Anneau de matrices carrées

DEFINITION 6. Soit A une matrice carrée d’ordre n, A = (a;;)1 < i <n,1 <
Jj<n,
1. La suite des éléments {a11, a2, ..., ann } est appelée la diagonale principale
de A.
2. La trace de A est le nombre Tr(A) = a1 + aza + ... + ann.-

3. A est dite matrice diagonale si a;; = 0,Yi # j c’est & dire que les éléments
de A sont tous nuls sauf la diagonale principale.

4. A est dite matice triangulaire supérieure (resp inférieure) si a;; = 0,Vi >
ji(resp i < j), c’est a dire les éléments qui sont au dessous(resp au
dessus) de la diagonale sont nuls).

1 0 O
EXEMPLE 4. 1. Ai=| 0 =2 0 |, Ay est une matrice diagonale.
0 0 1
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2. Ay , As est une matrice triangulaire inférieure.

, Az est une matrice triangulaire supérieure .

7
3. As=1 0
0

THEOREME 1. Le produit des matrices est une opération interne dans M, ,,)(K)
et il admet un élément neutre la matrice nommée matrice identitée notée I,
définie par :

1 00 0
01 0 0
I,=]10 01 0
R ¢
0 0 0 01

3.4 Déterminant d’une matrice carrée

DEFINITION 7. Soit ( %11 912
az1 Q22
une matrice dans M(2,2)(K), on appelle déterminant de A le nombre réel
donné par : ayyagy — arzaz. On le note det(A) ou | ¥t ™12 |
a1 Aa22

ExeMPLE 5. Calculons le det(A),

1 2

| ‘:1(—1)—0x(2):—1.

|A|=]

DEFINITION 8. De méme, on définit le déterminant d’une matrice

a1l al2 a3
A= an ag aa |€ Ms3(K),
azyp azz2 ass

par
ail a2 aig azs  a93 as1 Q93 azy a23
az1 azy ass | = (—1)"tay ara|+(—=1)*2 ar3|+(—1)"*?

4s1 a4y ass az2 as3 azy ass azi ass
EXEMPLE 6.

1 0 -1

12 -1 1 (—1)11 -1l +(=1)2.0 121 +(=1)13(=1) 12—l

0 1 1 0 O 0 1

—|Al=-14+0-12=-13
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PROPOSITION 1. Pour calculer le déterminant d’une matrice A on peut développer
A suivant n’importe quelle ligne ou colonne. Suivant cette proposition il vaut
mieux choisir la ligne ou colonne contenant le plus de zéros.

ExXeEMPLE 7. On reprend la méme matrice de l’exemple pécédent mais calculer
sutvant la troisieme ligne on aura :

1 0 -1
12 -1 1 (-1)*0 0 -1 +(—1)3*21 1 -1 +(=1)*T3.0 1o
-1 0 12 1 12 -1
0 1 0
— |A|=0+-1340=-13
on calcule juste un déterminant au lieu de trois.
DEFINITION 9. De méme, on définit le déterminant d’une matrice
ail a2 a1z a4
A— | @21 G2 G a4 € My(K),
asz1 az2 a3z a3q
aq1 Q42 @43 Q44
par
ZH 212 213 314 g2 (23 (24 az1 a23
A= ai azz aii aii = (~Disr011 | g2 azz aza |+(=1)""Pa12| az; ass
a4o Q43 Q44 agq1  a43

a41 Q42 G043 Q44

a21 G2 Q24 a21 Q22 G323

1+3 1+4
+(=D'"Pa13| az1 azz asa |+ (=1)"as| az1 aze  asz
Qg1 Q42 Q44 Gq1  QG42 A43

DEFINITION 10. Soit A = (a;5)1 <i < n,1 < j <n, le déterminant suivant la
j—eéme colone est :

det(A) = (—1)1+ja1jD1j + (—1)2+ja2jD2j + ...+ (—1)"+jananj,j = 1, N
Le déterminant suivant la i—eéme ligne est :
det(A) = (—1)i+1ai1Di1 + (—1)i+2ai2Di2 + ...+ (—1)i+nainDin,Z' = 1, ey N

O A;j représent ce que nous appelons le déterminant mineur du terma a;j , le
déterminant d’ordre n — 1 obtenu de det(A) en supprimant la i—eéme ligne et la
j—eéme colonne.

PROPOSITION 2. Soit A € M, (K) on a :
1. det(A) = det(A?).

2. det(A) =0 si deuz lignes de A sont égales (ou deux colonnes).

24
a34
44



10 CHAPITRE 3. LES MATRICES

3. det(A) = 0 si deux lignes de A sont proportinnelles ( ou deux colonnes
le sont).

4. det(A) = 0 si une ligne est combinaison linéaires de deux autres lignes
de A (méme chése pour les colonnes).

5. det(A) ne change pas si on ajoute a une ligne une combinaison linéaires
d’autres lignes (méme chése pour les colonnes).

6. Si B € M, (K), alors det(A - B) = det(A) - det(B).

3 0 =5
EXEMPLE 8. 1. |[Al=1]2 2 1 | =0, carla ligne 1 est égale d la ligne
3 0 -5
3, Ly = Ls.
9 0 —-15 3
2 2 1 1
2. |B| = 10 -1 4 =0, car L1 = 3L4.
3 0 -5 1
11 -1 2
1 1 2 20
3. |0 = 00 -1 4 =0, car Cy = Cs.
1 1 —-10 2

DEFINITION 11. Soit Vi, Va, ..., V,, n vecteurs de R™ on appelle déterminant des
vecteurs (Vi,Va, .., V) et on le note det(Vy, Va, ..., V,,) le déterminant dont les
colonnes sont les vecteurs Vi, Vs, ..., V,.

EXEMPLE 9. Soient V4 = (1,1,0), V2 = (0,—1,1), V3 = (0,0, 1), alors

1 0 0 1o
det(Vi,Va,V3)=|1 -1 0 :+1‘ . 1‘:—1
0 1 1

PROPOSITION 3. Soit Vi, Va, ..., V,,, n vecteurs de R™ . (V1,Va, ..., V},) est une
base de R™ , det(V1,Va,...,V,,) #0

ExempLE 10. Soient Vi = (1,2,0),V5 = (0,—1,1),V3 = (0,0, 1), forment une
base de R, car det(Vy, Vo, V3) = —1 # 0.

3.5 Matrices inversibles

DEFINITION 12. Soit A € M(n,n)(K) on dit que A est invesible s’il existe une
matrice B € M(n,n)(K) telle que A-B=B-A=1,.

2
EXEMPLE 11. Montrons que la matrice A = ( )
a
b

-1
est inwversible et ceci en cherchant la matice B = (
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1 2 a c a c¢ 1 2 1
A'B:(o 1)'(6 d)ZB'A:(b d)'(@ 1)212:(0
a+2 b+2d\ ([ a 2a-b)\ _
<:)< —c —d >_(c QC—d)_<

1 2

o=(o 4)

?1) i ) On vérifie par le calcul que A2 —5A = 2I,.

Par suite A(%A — %Ig) = I,. On conclut alors que A~' = %A - 312.

O =
— O
"

EXEMPLE 12. Soit A = (

THEOREME 2. Soit A € M, (K), on a :
A est inversible <= det(A) # 0,

et dans ce cas la matrice inverse de A est donnée par :
1
A7l = ok
det(A)

Ou C* est la comatrice de A.

DEFINITION 13. Soit A = (aij)l < i < n,1 < j < n € M*(K), on appelle
cofacteur d’indice i et j de A le scalaire

cij = (1) det(A;;).

Avec A;j est la matrice déduite de A par suppression de la ligne i et la colonne j.
La matrice C = (cij)l <i<n,1 <j <n est appelée la matrice des cofacteurs
et la matrice C* est appellée la comatrice de A.

1 0 3
EXEMPLE 13. La matrice A= | 1 —1 1 | det(A) = 2 # 0 donc elle est
0o 2 2
inversible, de plus
1 Cn Ci2 Ci3
Al = §Ct =| Ca Coy Ca3
C31 O3 Cs3
ot
-1 1 1 1
Cn = (—1)2 2 92 ‘ =—4, Ciz = (—1)3 0 2 ‘ = -2,
1 -1 0 3
Ci3 = (—1)* 0 2 ‘ =2, Oy = (—1)3 5 9 ’ =6,
1 3 1 0
Cao = (—1)4 0 9 ’ =2, Oy = (—1)5 0 2 ‘ = -2,




12 CHAPITRE 3. LES MATRICES

0o 3 1 3
Cap = (—1)* 11 ‘230322(—1)5 11 ‘:2
1 0
— (_1\6 —
C(33 —( 1) 1 -1 ‘ 1
donc la matrice des cofacteurs est donnée par :
-4 -2 2
6 2 =2
3 2 -1
et la comatrice et
-4 6 3
ct=| -2 2 2
2 -2 -1
d’ot
-4 6 3 -2 3 2
1 2
A—lz5 -2 2 2 |=|-1 1 1
2 -2 -1 1 -1 *71

On peut vérifier que A~V A =13 = AA™L,

PROPOSITION 4. Soient A, B € M, (K).
1. Si A et B sont inversibles alors (AB)™! = B~1A~L.

2. Si A est inversible alors A™1 est inversible et (A71)"! = A.

3.6 Rang d’une matrice

DEFINITION 14. Soit A € M(n,p)(K), on appelle rang de A et on note rgA
Uordre de la plus grande matrice carrée B prise (extraite) dans A telle que

detB # 0.
1 -1
()

det A=2#0, rgA=2

=(11)

det B=0, rgB=1

EXEMPLE 14.

C= -1 1 -1 1
0 -1 1 0
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rgA < 4(rgA < 3) la plus grande matrice carrée contenue dans A est d’ordre 3,
dans cet exmple on a : 4 possibilité :

1 -1 0 0 1 -1

Ci=| 1 -1 1],C=|-1 1 -1
-1 1 0 -1 -1 1

0 1 0 0 1 0

Cs=| -1 1 1],C=| -1 -1 1
0 -1 0 0 1 0

detCy = detCy = 0 et detC3 = detCy = 0 donc le rgA < 3

et on a :

‘ -0 ’——1#0:>7"9A—2.

-1 1

THEOREME 3. Le rang d’une matrice est égale au nombre maximale de vecteurs
colonnes linéairement indépendants.

THEOREME 4. Soit A € M™(K). On a équivalence entre :

1. A est inversible ;
2. Rg(A) =n.

PROPOSITION 5.
VA € M (%), rgA =rgA’

1 Lien entre le rang d’une matrice et celui d’une applica-
tion associée

Soit A = (a;;)1<i<p1<j<n une matrice de type (n,p) a coefficients dans K,
on considere deux K—espaces vectoriels £ de dimension p et F' de dimension
n munis de leurs bases canoniques B = {e1,ea,...,ep} et B = {e},¢€h,...,el },
on considere 'application linéaire f : E — F dont la matrice associée a f
relativement a B et B’ est la matrice A. Autrement dit A = Mpp/(y), ou encore
de maniere équivalente

Vje{l,...,p}, f(e;) = Zaijeg
i=1

Montrons que le rang de 'application f et le rang de la matrice associée A. On
rappelle que le ranf de f et défini comme la dimension du sous espace Imf, ce
dernier étant engendré par les image par f de la base B de F, c’est a dire

Imf =Vect(f(er), f(ea), ..., fep)
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Puisque B’est la base canonique de F', on a pour tout j = {1,...,p}

fle;) = aijel + agiehs + ...+ anjel,
= alj(l,(), o 0) + agj(O, 1,0,..,0) + ...+ anj(0,0, vy 1)
(a14,0,...,0) + (0, az2;,0,...,0) + ... + (0,0, ..., an;)
= (a1j,02j, ., Anj)

Or (a1, az;, ..., anj) est un vecteur de F dont les coefficients sont rangée dans
la j-ieme colonne C; de la matrice A nous I’avons noté c;, ainsi

Imf =Vect(ci,ca, ..., cp)
de I'égalité de ces deux sous espaces, on déduit I'égalité de leur dimension
dim(Imf) = dim(Vect(ci, 2, ..., cp))

c’est a dire

rg(f) = rg(A)

3.7 Matrices et Changements de Bases

DEFINITION 15. Soit E un e.v et soit B = (e1, ez, ...,e,) et B’ = (€], ¢h,...,€l)
deuz bases pour E, avec Les vecteurs de base de B peuvent s’exprimer dans B’
e1 =ayi€) +azieh + ... +aniel,
€2 = a12€] + ageeh + ... + anzel,

selon les relations €3 = a13€] + aszeh + ... + anzel,
€n = a1n€] + aoneh + ... + annel,
On appelle matrice de passage de B’ a B la matrice carrée P définie par

a1 a2 an1

a21 a22 an2
P =

an1 an?2 Apn

EXEMPLE 15. On munit l'espace R® de la base canonique B = {e1,ea,e3},
définie par ey = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) et de la base B’ = {€}, e}, e5}
définie par €] = (1,0, —1),e5, = (1,-1,0),e4 = (1,1,1)

Pour expliciter la matrice de passage de la base B a B’, il faut d’abord écrire
les trois vecteurs de la base B’ en fonction de trois vecteurs de la base B, cette
étape préliminaire est ici trés facile puisque ici la base B est la base canonique
de R3, on a immédiatement

el =e —es
eh=e; —ey
€é=€1+62+63
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On en déduit alors l’expression de la matrice P de passage de B a B’

1 1 1
P= 0 -1 1
-1 0 1

1 Propriétés des matrices de passage

Soient F un K—espace vectoriel muni des bases B et B, la matrice de passage
P de B a B’ est la matrice represantant I’application identité Idg : x € E —
z € F relativement aux bases B et B’ en d’autre termes

P= MatB’Bf (IdE)

PROPOSITION 6. La matrice de passage d’une base B a une base B’ est la ma-
trice inverse de la matrice de passage de B’ vers B

M(B', B)(Idgs) = (M(B, B")(Idgs)) ™!

EXEMPLE 16. Reprenons lezemple de R3 muni de la base canonique B =
{e1,e2,e3} et de la base B’ = {e},eh, et} définie par ey = (1,0,—1),¢,
(1,-1,0),e5 = (1,1,1)

el =e; —es
eh=e; — ey
eh =e1+ex+eg

(1, 0, 0) = /\16’1 + )\26’2 + /\36% = ()\1(1, 0, —1) + )\2(1, -1, 0) + /\3(17 1, 1)

AM+l+A=1 1
— A2+ A3=0 <:>)\1=>\2:)\3:§
A+ A3=0

(0,1,0) = A€} + Aaeh + Azeh = (A(1,0,—1) + Aa(1,—1,0) + A3(1,1,1)

M+ A+ A3=0
<~ A+ A3=1 < A\ = A3 =
—)\1+>\3:0

2
Ay =2

1
3 3

(0,0,1) = A€} + Aaey + Azeh = (A(1,0,—1) + Aa(1,—1,0) + A3(1,1,1)

)\1+)\2+)\3:0 1 2
<~ X+ A3=0 <:>)\2:)\3:*,)\1:—*
M +A3=1 3 3
Donc
1 1 1 —2
Mpp(dgs)=Q=-| 1 —2 1
S\1 1 1

et lon voit qu’on a effectivement Q = P~Y, on vérifie 'une des deux égalités

PXQZI?,O’U,QXP:I?,
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THEOREME 5. Soient E un espace vectoriels muni des base B et C,F un espace
vectoriel muni des bases B’ et C' et f un application linéaire de E dans F alors
les deux matrices A = Mpp:/(f) et B= Mp/p(f) toutes les deux de méme type,
vérifient :

B=Q 'AP

ot P est la matrice de passage de B a C et ot Q et la matrice de passage de
B aC



	Les matrices
	Espace vectoriel des matrices
	Opération sur les matrices
	Addition de matrices et multiplication d'une matrice par un scalaire 
	Produit de deux matrices
	Transposition de matrices

	Anneau de matrices carrées
	Déterminant d'une matrice carrée
	Matrices inversibles
	Rang d'une matrice
	Lien entre le rang d'une matrice et celui d'une application associée

	Matrices et Changements de Bases
	Propriétés des matrices de passage



