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I.1. Movement characteristics هويزاث الحزكت       

I.1.1. Position vecteur  شؼاع الووضغ    

In the cartesian coordinate system (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ,𝑘  ), the position vector  

,𝑂)اندٌكارتٍت الإحداثٍاث َظاو فً 𝑖 , 𝑗 ,𝑘  ) ،  شؼاع انًوضغ 

𝑟 (𝑡) = 𝑂𝑀       = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 + 𝑧(𝑡)𝑘    

I.1.2. Velocity vector  شؼاع السزػت   

𝑣 (𝑡) =
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
  

There are two velocity vectors:   ٍٍنشؼاع انضزػت َوػ  

I.1.2.1. Average velocity vector  شؼاع السزػت الوتوسطت 

𝑣𝑚      =
𝑀𝑀′          

∆𝑡
                (∆𝑡 = 𝑡 ′ − 𝑡) 

I.1.2.2. Instantaneous velocity vector شؼاع السزػت اللحظيت 

𝑣 =  lim∆𝑡→0 𝑣𝑚      = 
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
   

I.1.3. Accelération vector شؼاع التسارع  

𝑎 =
𝑑𝑣  

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑂𝑀        

𝑑𝑡 2    

We distinguish two accelerations: 

I.1.3.1. Average acceleration vector  شؼاع التسارع الوتوسطي 

𝑎 𝑚 =
∆𝑣 

∆𝑡
=
𝑣 ′    − 𝑣 

𝑡 ′ − 𝑡
 

I.1.3.2. Instantaneous acceleration vector شؼاع التسارع اللحظي      

𝑎 =  lim∆𝑡→0 𝑎𝑚      = lim∆𝑡→0 ∆𝑣 =
𝑑𝑣  

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑂𝑀        

𝑑𝑡 2     

I.2. Coordinates system       نظام الاحداثاث 

I.2.1. Cartesian coordinates      (الديكارتيت)الاحداثياث الكارتيزيت  

Let 𝑅(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ,𝑘  ) be a direct orthonormal frame of origin and basis (𝑖 , 𝑗 ,𝑘  ) 

,𝑅(𝑂َفزض يؼهى يتؼايد يتجاَش  𝑖 , 𝑗 ,𝑘  ) ِانذي يبدؤ O ّو قاػدت (𝑖 , 𝑗 ,𝑘  ) 

I.2.1.1. Position vector:    شؼاع الووضغ 

 𝑂𝑀       = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  + 𝑧𝑘       

I.2.1.2. Velocity vector:      شؼاع السزػت

𝑣 =
𝑑𝑂𝑀       

𝑑𝑡
 

 
 
 

 
 𝑣𝑥 =

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥         

𝑣𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦         

𝑣𝑧 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑧         
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I.2.1.3. Accélération vector:   شؼاع التسارع 

 𝑎 =
𝑑𝑣  

𝑑𝑡
  

𝑎𝑥 =
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥      ,     𝑎𝑦 =

𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦           , 𝑎𝑧 =

𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡
= 𝑧     

I.2.2. Polar coordinates       الاحداثياث القطبيت 

The data (r, θ) called polar coordinates. The basis of the polar coordinate system is formed by 

two unit vectors 𝑢𝑟       𝑎𝑛𝑑  𝑢𝜃      

.  انقطبٍت الإحداثٍاث تضًى  (r, θ) يتغٍزاثال

       𝑢𝜃  و       𝑢𝑟 وحدةال شؼاػً يٍ انقطبٍت الإحداثٍاث َظاو انقاػدة فً تكوٌث

𝑂𝑀       = 𝑟.𝑢𝑟        

Polar coordinates are linked to Cartesian coordinates by: 

: تكتب الاحداثاث انقطبٍت بدلانت الاحداثٍاث انكارتٍزٌت كًا ٌهً  

 
𝑥 = 𝑟. 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃

  𝑟 =  𝑥2 + 𝑦2 

I.2.2.1. Position vector:شؼاع الووضغ  

𝑂𝑀        𝑡 = 𝑟  𝑡 = 𝑟.𝑢𝑟      

𝑢𝑟     =  𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑗  

   𝑶𝑴        (𝒕) = 𝒓  (𝒕) = 𝒓.  𝒄𝒐𝒔𝜽. 𝒊 + 𝒔𝒊𝒏𝜽. 𝒋     

I.2.2.2. Velocity vector: شؼاع السزػت  

𝑣  𝑡 =
𝑑𝑟  𝑡 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟.𝑢𝑟      =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢𝑟     + 𝑟

𝑑𝑢𝑟      

𝑑𝑡
  

 
𝑑𝑢𝑟      

𝑑𝑡
=  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢𝜃      

𝑢𝜃     = −𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑗  

 𝒗    𝒕 =
𝒅𝒓

𝒅𝒕
𝒖𝒓     + 𝒓 

𝒅𝜽

𝒅𝒕
𝒖𝜽     = 𝒓  𝒖𝒓      + 𝒓𝜽  𝒖𝜽       

𝜃   𝑡 = 𝜔 𝑡 =  𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑢𝑡𝑦   انضزػت  انزاوٌت  

I.2.2.3. Acceleration vector: شؼاع التسارع 

𝑎  𝑡 =
𝑑𝑣  𝑡 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟  𝑢𝑟      + 𝑟𝜃  𝑢𝜃       

𝑑𝑢𝜃     

𝑑𝑡
= −

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑢𝑟      

𝒂    𝒕 =
𝒅𝒗    𝒕 

𝒅𝒕
=  𝒓 − 𝒓𝜽𝟐  𝒖𝒓     +  𝟐𝒓 𝜽 + 𝒓𝜽  𝒖𝜽       

I.2.3.Cylindrical coordinates   الاحداثاث الاسطوانيت  

In the cylindrical coordinate system, a point M in space is represented by coordinates (r, θ, z), 

and the unit vectors (𝑢𝑟     , 𝑢𝜃     , 𝑘  )  

 (  𝑢𝑟     ,𝑢𝜃     , 𝑘) و أشؼت انوحدة (r, θ, z) فً انفضاء تؼزف بالاحداثٍاث Mفً َظاو الاحداثٍاث الاصطواٍَت، انُقطت 

𝑖  

𝑌 

𝑂 

𝑀 

𝑋 

𝑗  

𝑟  

 

𝒖   𝒓 𝒖   𝜽 

𝜽 

𝒖   𝒓 𝒖   𝜽 
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I.2.3.1. Position Vector:   شؼاع الووضغ   

𝑂𝑀       = 𝑂𝑀′         + 𝑀′𝑀          = 𝑟.𝑢𝑟     + 𝑧 𝑘    

 
𝑥 = 𝑟. 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟. 𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑧 = 𝑧           

   𝑒𝑡   
𝑟 =  𝑥2 + 𝑦2

𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦

𝑥
        

𝑧 = 𝑧                

   

I.2.3.2. Velocity vector  شؼاع السزػت  

𝑣  𝑡 =
𝑑𝑂𝑀       

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟.𝑢𝑟     + 𝑧𝑘   =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢𝑟     + 𝑟

𝑑𝑢𝑟     

𝑑𝑡
+
𝑑𝑧

𝑑𝑡
𝑘   

= 𝑟  𝑢𝑟      + 𝑟𝜃  𝑢𝜃     + 𝑧 𝑘     

I.2.3.3. Acceleration vector شؼاع التسارع 

𝑎 =
𝑑𝑣 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟  𝑢𝑟      + 𝑟𝜃  𝑢𝜃     + 𝑧 𝑘    

𝒂    𝒕 =
𝒅𝒗    𝒕 

𝒅𝒕
=  𝒓 − 𝒓𝜽𝟐  𝒖𝒓     +  𝟐𝒓 𝜽 + 𝒓𝜽  𝒖𝜽     + 𝒛 𝒌      

I.2.4. Spherical  coordinates    الاحداثياث الكزويت 

A point M is represented in the spherical coordinate 

 system, by the coordinates (r, θ, 𝜑),where the unitary  

vectors ( 𝑢𝑟     ,𝑢𝜃     ,  𝑢𝜑      ) constituting  the basis: 

 ،(r, θ, 𝜑) بالإحداثٍاث انكزوٌت، الإحداثٍاث َظاو فً M انُقطت                                                                تؼزف

 :الأصاس ،(      𝑢𝑟     ,𝑢𝜃     ,  𝑢𝜑 )ة انوحد أشؼت تشكم حٍث                                                               

I.2.4.1. Position Vector شؼاع الووضغ  

𝑂𝑀       = 𝑟.𝑢𝑟      

 
 
 

 
 𝑢𝑟     = sin𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃. sin𝜑 . 𝑗 + cos 𝜃 𝑘             

𝑢𝜃     =
𝑑𝑢𝑟    

𝑑𝜃
= cos𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑖 + sin𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑗 − sin𝜃 𝑘  

𝑢𝜑      = 𝑢𝑟     ⋀ 𝑢𝜃      = − 𝑠𝑖𝑛𝜑. 𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜑. 𝑗                          

  

𝑂𝑀       = 𝑟𝑢𝑟        
𝑥 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜑   
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜑    
𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃             

   

 

 

I.2.4.2. Velocity vector  شؼاع السزػت 

𝑣  𝑡 =
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟.𝑢𝑟      =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑢𝑟     + 𝑟

𝑑𝑢𝑟      

𝑑𝑡
  

𝑑𝑢𝑟     

𝑑𝑡
= 𝜃 𝑢𝜃     + 𝜑 sin𝜃 𝑢𝜑       

𝑣 = 𝑟 𝑢𝑟     + 𝑟𝜃 𝑢𝜃     +r𝜑 sin 𝜃 𝑢𝜑         

I.2.4.3. Acceleration vector  شؼاع التسارع 

𝑎 =
𝑑𝑣 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟 𝑢𝑟     + 𝑟𝜃 𝑢𝜃     +  r𝜑 sin 𝜃𝑢𝜑        

 

𝒌    𝒖𝜽      

𝒖𝒓      

 

𝑢𝜑       
 𝑢𝑟      

𝑢𝜃      
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𝑑𝑢𝜃      

𝑑𝑡
= −𝜃 𝑢𝑟     + 𝜑 cos 𝜃 𝑢𝜑          

𝑢𝜑      = 𝑢𝑟     ⋀ 𝑢𝜃     = −𝜑  sin𝜃 𝑢𝑟     + cos 𝜃 𝑢𝜃       

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃2 − r𝜑 2 sin2 𝜃 𝑢𝑟     +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃 − r𝜑 2 sin 𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑢𝜃     +  2𝑟 𝜑 sin𝜃 + 2𝑟𝜃 𝜑 cos𝜃 + 𝑟𝜑 sin𝜃 𝑢𝜑       

 

I.2.5. Frenet frame (Intrinsic basis) هؼلن فزيناث أو القاػدة الذاتيت  

Frenet frame is a reference frame that moves with the 

 mobile M. Its characteristics are: 

• Its origin is a point M 

• Unit vector 𝑢𝑡     is tangent to the trajectory in M  

• Unit vector 𝑢𝑛         is normal to the trajectory in M  

 :ًْ خصائصّ و. M يتحزكال يغ ٌتحزك يزجؼً إطار ْو يؼهى فزٌُاث

 M َقطتال يبدؤِ •

 . ٌتجّ يغ اتجاِ انحزكتو M فً نهًضار ييًاس(     𝑢𝑡 )انوحدة شؼاع •

𝑢𝑛 )انوحدة شؼاع •  الاَحُاء يزكز َحو ويوجّ M فً نًضارا ػهى ػًودي (         

I.2.5.1. Curvilinear abscissa     الفاصلت الونحنيت 

The curvilinear abscissa s at time t of point M is the algebraic value of the arc (MM’)  

 (’MM) هي القيمة الجبرية للقوس M للنقطة t في اللحظة sانفاصهت انًُحٍُت 

𝑠 𝑡 = 𝑀𝑀′   

So 𝑑𝑂𝑀       = 𝑑𝑠 𝑢𝑡     

I.2.5.2. Velocity vector in the Frenet reference frame: شؼاع السزػت في هؼلن فزيناث أو الوؼلن الذاتي 

𝑣 =
𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑡
=

𝑑𝑂𝑀        

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑡
     

𝑑𝑠

𝑑𝑡
𝑢𝑡    = 𝑣 𝑢𝑡    =  𝑣

0
                     𝑣 = 𝑣 𝑢𝑡     

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
 

I.2.5.3. Acceleration vector in the Frenet reference frame: شؼاع التسارع في هؼلن فزيناث أو الوؼلن 

 الذاتي

𝑎 =
𝑑𝑣 

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 𝑣 𝑢𝑡     =  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑢𝑡    + 𝑣

𝑑𝑢𝑡    

𝑑𝑡
 

𝑑𝑢𝑡    

𝑑𝜃
= 𝑢𝑛      

ds = Rd θ            
𝑑𝜃

𝑑𝑠
=

1

𝑅
 

𝑑𝑢𝑡    

𝑑𝑡
=
𝑣

𝑅
𝑢𝑛      

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑢𝑡    +

𝑣2

𝑅
𝑢𝑛      

Tangential acceleration   ًانتضارع انًًاص    𝑎𝑡    =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑢𝑡     

Normal acceleration    ًًانتضارع انُاظ     𝑎𝑛     =
𝑣2

𝑅
𝑢𝑛      

𝑎 = 𝑎𝑡𝑢𝑡    + 𝑎𝑛𝑢𝑛     et 𝑎  =  𝑎𝑡
2 + 𝑎𝑛

2 

 

 

𝑗  

𝑋 

𝑂 

𝑀 

𝑌 

𝑖  

 

M’ 

𝒖   𝒕 

𝒖   𝒕 𝒖   𝒏 

𝒖   𝒏 


