CHAPITRE Il ANALYSE DES SYSTEMES DANS L’ESPACE D’ETAT

I11.1 Introduction

La représentation d'état des systéemes requiert des méthodes d'analyse spécifiques concernant
la stabilité, la commandabilité et I'observabilité. Dans ce chapitre, nous aborderons la résolution
des eéquations d'état et les méthodes de calcul de la matrice de transition, I'analyse modale
(diagonalisation), ainsi que l'étude de la stabilité. Enfin, nous introduirons deux concepts
fondamentaux de la représentation d'état : la commandabilité et I'observabilité.

111.2 Résolution de I’équation d’état

Nous avons vu que 1’équation d'état décrit la dynamique temporelle d'un systéme a travers ses
variables d'état. La résolution de cette équation permet donc de déterminer le comportement
dynamique du systéme au fil du temps. Pour cela, commengons d’abord par I’équation

homogéne % = AX sa solution est donnée par :

X (t) = e X (t,) (3.1)

t, est I’instant initial.

Ona:

% = AX(t)+Bu(t) > e™ % =e MAX(t)+e "Bu(t) = Ae "x(t) +e “Bu(t) >

= % ~ A MX(t) = e M Bu(t) A%(e-“xa» —eMBu(t)e ™

e X(t) = e Mox(t,) + j: e*Bu(r)dz
Et enfin :

X(t) =" Wx(t,) + [ e*Bu(r)dr (3.2)
—_ t

Réponse libre

Réponse forcée

Réponse compléte

La solution x(t) est exprimée comme étant la somme de la solution du régime libre

(lorsqu’aucun signal d’entré n’est appliqué u(t) =0), et du régime forcé (lorsque les conditions
initiales sont nulles).

e™ est appelée matrice de transition.

111.3 Calcul de la matrice de transition

Le développement en série de Taylor de I'exponentielle matricielle e* est donné par :



2 n

eAt:I+At+it2+...+it”+... (3.3)
21 n!
Ou bien:
0 An
ef =" —t" 3.4
nZ:On! (3.4)

Cette série est donc une somme infinie qui permet d'approximer la fonction exponentielle d'une
matrice A en fonction de ses puissances. Il existe plusieurs approches pour calculer la matrice

de transition e*, parmi lesquelles :

111.3.1 Le théoréme de Cayley-Hamilton

Le théoreme de Cayley-Hamilton offre une approche intéressante pour calculer e en
utilisant un nombre fini d'opérations. Selon ce théoréme, toute matrice carrée (A) est solution

de son équation caractéristique. Cette propriété est donc utilisée pour exprimer les puissances
élevées de (A) en termes de puissances inférieures.

Si P,(s) est le polyndme caractéristique de A, défini comme :

P.(s)=det(sl —A)=s"+a 8" +..+a5+a, (3.5)

Alors d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton A vérifie :

A'+a A"+ +aA+al =0 (3.6)

D’ou:
A'=-a A"'-.. -aA-al (3.7)

En remplacant (3.7) dans (3.4), on peut écrire :

eM = Z%t” =a, (DA™ +.. .+ o () A+al (3.8)
n=0 -

Oou a,,a,...,a, ,coefficients a déterminer.

Lorsque les valeurs propres de la matrice A sont distinctes, le calcul des coefficients
(o, ..., ;) peut étre simplifié en utilisant une base de vecteurs propres (X,, X;,..., X, ;) de
A. Notons les valeurs propres correspondantes (4,,4,,...,4,,) respectivement, et réécrivons
I'équation (3.8) appliquée a chaque vecteur propre de A:

At

ex, = ()AX, +...+a (1) AX +a, (1) IX, (3.9)



Etant donne que Ax, = 4, X, (voir chapitre 2), on peut écrire :

eMx, =a, ,(O)A" X, +...+ g (1) AX, + o (L) IX, = Zﬁlt“xk =eM'x, (3.10)
5 n!
On en déduit
e =a (O +...+ay (04 +a(t) (3.12)

Les coefficients (¢,,c,...,«, ;) sont alors trouvés en résolvons le systeme de n équations a
n inconnues suivant :

e =a, O+ ) +ap(t)

e = O +. o ()4 +at) (3.12)

et =a, (AT +. ()4, +a,(t)

s . 2 0 . L
Exemple : Considérons la matrice A{O J, calculons e™ en utilisant le théoréme de

Cayley-Hamilton.

Les valeurs propres de A sont (4, =2) et (4, =-1). Les vecteurs propres correspondants
Peuvent étre trouves en résolvons le systéme d'équations homogene (A— A1) X =0 pour
chaque valeur propre. Par exemple pour 4, =2,0na:

(A—2|)X:B}_{g —03}{?1}{8}

1
Donc x, = 0, et x; peut étre n'importe quel nombre réel non nul. Prenons v, :{O}'

De la méme maniere, pour (4, =-1), le vecteur propre correspondant est la solution de

0
I’équation caractéristique (A—A,1)X =(A+1)X =0, ce qui donne v, = [J

Les coefficients (¢, ..., «, ;) sont la solution de :

e” =a(t)-2+a,l(t)
e’ =ay(t) (1) +a(t)

Pour résoudre ce systéme d’équation, réécrivons la deuxiéme équation comme suit :
ay(t) =€ +a (1)



Remplagons cette expression dans la premiére équation :e* = ¢, (t)- 2+ (e~ + ¢, (1))

D’ou e —e"' = (1) 2+, (t) > e* —e " = (t)-3

2t -t 2t -t

Etenfin a ()=~ o et a,(t)=¢" +° ;e
2 _ot [2 0 2_ot\[1 0
Donc : e™ = ¢, (t) A+, ()] _en-f € flety £ F
3 0 -1 3 0 1
Enfin :
a 1] 28"—2e"+3e " +e* —e™ 0 1| 3e* +e™ 0
€ =5 a2t ot a2t -t | o 2t -t
3 0 e“ +e +3e +e” —e 3 0 e” +3e

I11.4 Stabilité des systémes représentés en espace d’état

La solution de I’équation d’état montre que pour que le systeme soit stable
(convergent), il faut que la matrice de transition e4t soit convergente (tlim e™ =0), ce qui
—>+0

implique que ces valeurs propres doivent étres a parties réelles négatives.

1 0 1
Exemple : Etudier la stabilité du systéme ayant la matrice d’état A = <0 2 1)
0 0 3

Calculons ses valeur propres, ils sont les racines de :

1 0 0 1 0 1 A—-1 0 -1
/1.<0 1 0>—<0 2 1 0 A=-2 -1
0 0 1 0 0 3 0 0 A-=3

—>(/1—1)|(/162) - D! (’182)|=(/1—1)(/1—2)(/1—3)=0

=0

=0—)

_1 |
A-3)
Donc les valeurs propres de A sont : =1, A= 2, A3=3. lls sont tous strictement positives donc
le systéme est instable.

111.5 Notions de commandabilité et d’observabilité

La commandabilité et I'observabilité sont des concepts fondamentaux dans le domaine de
la théorie de commande des systemes dynamiques. Elles sont utilisées pour évaluer les
possibilités de commande et/ou de mesure d’un systeme, respectivement.

I11.5.1 Lacommandabilité
La commandabilité d'un systéme dynamique décrit la capacité a conduire le systeme
d'un état initial a un état final en utilisant une certaine loi de commande. Un systéme est dit
complétement commandable s'il est possible d'atteindre n'importe quel état du systeme en



manipulant les entrées (commandes) appropriées sur une certaine période de temps.
Mathématiquement, cela peut étre exprimé par l'existence d'une loi de commande u(t) telle

que, pour un état initial x(t,) = x,, le systéme atteint I'état (x(t,) = x,) dans l'intervalle de
temps [t, t,]. Cette condition de commandabilité est fondamentale dans la conception des

systemes de commande, car elle garantit une influence compléte sur I'évolution du systéeme en
ajustant les commandes.

I11.5.2 Critere de commandabilité
Soit un systeme représenté par I’équation d’état :

X(t) = Ax(t) + Bu(t
() () () AGRHXH’BERnxm,CGRrxm
y =Cx(t)
Ce systeme est dit commandable si et seulement si la matrice de commandabilité :

C,s = (B| AB|..|A"B) (3.13)

est de rang n (plein rang).

Rappel : Le rang d'une matrice A correspond a la dimension du plus grand mineur (sous-
ensemble carré) non nul.

1 0 0
Par exemple le rang de la matrice A = (1 2 2) est r =2, car son déterminant est nul, et
0 1 1

son plus grand mineur non nul est de dimension 2x2.

Exemple 1 : Etudions la commandabilité¢ du systéme dont les matrices d’état sont :
1 2 1

A= , B=
01 1

1 3
Calculons la matrice de commandabilité : C = [B AB] = L J

Det(C) =-2+#0, «C » est de plein rang et le systeme est complétement commandable

Exemple 2 : Etudions la commandabilité du systéme dont les matrices d’état sont :

>
Il
o o
o O

0
1;:B=
1

o O -

Calculons la matrice de commandabilité :C = [B AB AZB] =

o O -
o O -
o O -



Cette matrice est de rang 1, donc le systéme n’est pas complétement commandable, seul le
premier état est commandable, le deuxieme et troisiéme états sont indépendants de la
commande.

111.5.3 L’observabilité

L'observabilité est la capacité a déterminer I'état actuel du systeme en analysant ses sorties
mesurées. Elle évalue la possibilité de reconstruire I'état du systeme en fonction des
informations disponibles. Un systeme est considéré comme complétement observable lorsque
chaque état peut étre reconstruit a partir des sorties mesurées sur une période de temps donnee.
En d'autres termes, la compléete observabilité signifie que I'état actuel du systéme peut étre
rétroactivement reconstruit a partir des informations de commande et de sortie sur un intervalle
de temps donné.

111.5.4 Critére de I’observabilité

Un systeme dynamique est dit completement observable si et seulement si la matrice
d’observabilité :

C
CA
Ocn=| . (3.14)

CAn—l
est de rang n (plein rang).

Exemple : Etudions I’observabilité du systéme dont les matrices d’état sont :

A:{_O2 _11} B=m,c:=[1 0] .

) o C 1 0 C 1 0
La matrice d'observabilité est O = = O= =
CA -2 1 CA -2 1

Le rang de O est 2 (son déterminant est non nul), donc le systéme est complétement observable.
Remarque :

v La forme canonique de commandabilité est commandable.

v’ La forme canonique d’observabilité est observable

v Dualité commandabilité-observabilité :
Un systeme ayant les matrices d’état (A, B,C,D) est commandable si et seulement si son

dual (AT, c’, BT,D) est observable, et vice-versa.

Exemple :



Considérons un autre exemple de systeme dynamique dont les matrices d'état sont :
-1 2 1

A= ,B=|_|,C=[1 0]
0 -3 1

Vérifions la dualité commandabilité-observabilité en considérant la paire (A, B) et la paire
(B",A") .

1 2
v’ Lamatrice de commandabilité est C=[B AB] :L 3} ,lerangde C est2, donc

le systéme est commandable.

1 1}
, le rang

2 -3

. - o BT
v' La matrice d'Observabilité associée a (B, A") est: O ={ . }:{
A'B'

de O est 2, alors la paire (B", A") est observable.



