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Series of Exercises 02
Sets, Functions and Binary Relation

Exercice 1 Let the following sets : A = |—00,3],B = [-2,8],C = |-5,4+o0[, D = {z €

1. What are the equality or inclusion relationships that exist between these sets ?
2. Find the complement in the following cases : CrA, Cr B, CrC,CcB .
3. Find ANB,AUB,BNC,BUC,A/C,(R/A)N(R/B), and AAB.

Exercice 2 Let the set E and A, B,C are three parts of £
a. Show that :

1. (ANB)UCEB = AUCyB

2. (A/B)/C=A/(BUC)

3. A/(BNC)=(A/B)U(A/C) (homework)
b. Simplify

1. CR(AUB)NCg (CUCEA)

2. Cp(ANB)UCE(CNCgA).

Exercice 3 Let the functions f :[0,1] — [0,2] with f(x) =2 —x and g : [—1,1] — [0,2] with
g(r) =2*+1

1. Find f({3}), f7'({0}), 9([=1,1]),97'(0,2])

2. Is the function f bijective ? Justify

3. Is the function g bijective ¢ Justify

4. Can we calculate go [ and f o g Justify.

Exercice 4 I. Let the function f: R — R defined by :

1 ,r <0
f(x)—{ 1+2z,2>0

1. Find the following sets : f(RT), f~1({0}), f~1({1}), F~([1,2])

2. f is one-to-one (injective) function ? f is onto (surjective) function ¢
II. Let the function g : R — {%} — R* defined by :

9
2v —1

g(x) =
Show that g is a bijection. Find the inverse function.

Exercice 5 Let [ be a function from E to F. Let A and A’ be two subsets of E, and let B and
B’ be two subsets of F



1. Show that

1-AcC f7Y(f(4)) 2— f(f1(B)) € B( homework )
S-f(AUA) = f(A U f(A) (devoir) |4—f(ANA) C f(A)N f(A)
5—fY(BUB)Y=f"YB)uUfY(B) |6-fY(BnNnB)=fYB)nf1(B) (homework)

2. Show that if [ is injective, then we have equality in (4).

Exercice 6 We define the relation &t on R? :
V(z,y) R (m,y)R (2, y) v +y=0"+v

1. Show that R is an equivalence relation.

2. Find the equivalence class of the pair (0,0).

Exercice 7 We define the relation T in R? :
V(z,y); (@' y) € R (2, )T (2" y) & o —a'| <y —y

1. Show that T is a order relation.

2. Is the order total or partial ¢

Exercice 8 We define the following relation S on N* :

there exists k € N* such that : n =km

V(n,m) € N* x N* : nSm &

1. Verify that 652 and 551.
2. Show that the relation S is a partial order relation on N*.
3. In the following exercise, we assume that the set N* is ordered by the relation S

Does N* have a mazimum ? A minimum ?
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Série de TD 02
Ensembles et Applications

exercice 1 On considere les ensembles suivants : A = |—00,3|,B = [-2,8],C = ]|-5,4+00],
D={xeR, |z —3| <5}

1. Quelles sont les relations d’égalité ou d’inclusion qui existent entre ces ensembles ?

2. Déterminer le complémentaire dans les cas suivantes : Cr A, Cx B, CrC,CcB dana F.
3. Déterminer ANB,AUB,BNC,BUC,A/C,(R/A)N(R/B), et AAB.

exercice 2 Soit ¥ un ensemble, A, B et C trois parties de E
a. Montrer que :

1. (ANB)UCEB=AUCEgB

2. (A/B)/C =A/(BUC)

3. A/(BNC)=(A/B)U(A/C) (devoir)
b. Simplifier

1. CE(AUB)NCE (CUCEA)

2. Cg(ANB)UCE (CNCgA).

exercice 3 Soient les applications f : [0,1] — [0,2] avec f(z) =2 —x et g : [-1,1] — [0,2]
avec g(x) = 2% + 1

1. Déterminer f({3}), f~'({0}), 9([~1,1]),47'[0,2])
2. L’application f est-elle bijective ? justifier
3. L’application g est-elle bijective ? justifier
4. Est ce que, on peut calculer go f et f o g justifier.

exercice 4 I. Soit l'application f : R — R définie par :

f(:p):{l ,x <0

142,220

1. Déterminer les ensembles suivants : f(RT), f~1({0}), f~1({1}), f~([1,2])
2. f est-elle injective ? [ est-elle surjective ?

II. Soit Uapplication g : R — {%} — R* définie par :

9

9(r) = 5—

Montrer que g est une bijection. Déterminer son application réciproque.

exercice 5 Soil f une application de E vers F. Soient A et A" deuz partie de E , et soient B
et B' deux partie de F



1. Montrer que

- AC fI(f(A) 2=/ (J_'(B)) C B( devoir )
S-f(AUA) = f(A U f(A) (devoir) |4—f(ANA) C f(A)Nf(A)
5—F1(BUB)=FB)Uf(B) |6=f 1 (BNB)=J ' (B)NJ L (B) (devoir)

2. Montrer que si [ est injective alors on a égalité dans (4).

exercice 6 On définit sur R? la relation R par :
V(z,y) € R (2,y)R (", y) & a+y=a"+y

1. Montrer que R une relation d’équivalence.

2. Trouver la classe d’équivalence du couple (0,0).

exercice 7 On définit dans R? la relation T par :

V(z,y); (@', y) € R? (z,y)T (2", y) & |z — 2| <y —y

1. Montrer que T est une relation d’ordre.

2. L’ordre est-il total ou partiel ¢

exercice 8 On définit sur N* la relation S suivante :

V(n,m) € N* x N*: nSm < il existe un k € N* tel que : n =km

1. Vérifier que 652 et 551.
2. Montrer que la relation S est une relation d’ordre partiel sur N*.
3. On suppose dans la suite de ’exercice que [’ensemble N* est ordonné par la relation S

N* possédé-t’il un mazimum ¢ un minimum ¢




Corrigé Série de TD 02

Corrigé exercice 1 Soient : A =]—00,3],B =[-2,8],C =]-5,4o0[, D={z e R, |z — 3| <
5}.
1. Relations d’égalité ou d’inclusion qui existent entre ces ensembles :
Ona:|lr—3<5=>-5<r-3<5=-2<zr<8=zx¢€[-27
donc : B=D cC

2. Déterminons le complémentaire :

CrA =3, +00[, CrB =|—00,—2[U]8, +o0[, CrC =|—00,-5], CcB =]-5,—2[U]8,+00|
3. Déterminons les ensembles sutvants :

ANB=[-2,3, AUB=]—-00,8], ANnC=]-5,3], AUC =] —o00,+00|

A/C =] — o0, —5]

AAB = (A/B)U (B/A) =] — o0, —2[U]3, §]

(R/A)N(R/B) = (]3,+o0[) N (] — 00, —2[U]8, +00[) =]8, +00].

Corrigé exercice 2 Soit E un ensemble, A, B et C trois parties de E
a. Montrerons que :
1. (ANB)UCEB=AUCEgB
M¢éthode 1 : on a

ANB)UCEgB=(AUCgB)N(BUCEB)
=(AUCgB)NE

Méthode 2 : montrons que (ANB)UCEB C AUCEB et AUCEB C (ANB)UCEB :
1.1)Montrons que : (ANB)UCgB C AUCEB :
reANDB
Vee (ANB)UCEB =< ou
AecCgB
—sizrece ANB=x€A e x€B alors:x € A=2xc AUCEB

— stz e (CgB=2xe€ AUCgB

d’ou
(AHB)UOEBCAUCEB (1)
1.2) Montrons que : AUCgpB C (ANB)UCgB
reA
Vee AUCEB = { ou
x € CgB

—si v€A=>2x€ANB alors z€(ANB)UCEgB
— s1 fGCEB:>(L'€(AﬂB)UCEB
d’ot
AUCEBC(AHB)UCEB (2)
de (1) et (2) on déduit que : (AN B)UCgB = AU CgB.
2. (A/B)/C=A/(BUC)
Meéthode 1 : on a

(A/B)/C = (ANCEgB)NCgC
=AN(CgBNCEC)
=ANCg(BUC)=A/(BUC)



Méthode 2 : montrons que (A/B)/C C A/(BUC) et A/(BUC) C (A/B)/C :
2.1) Montrons que : (A/B)/C C A/(BUC)

reA reA
Vee (A/B)/C =< et x¢ B = ( et

et x ¢ C r¢ BUC
alors : x € A/(BUC) donc :

(A/B)/C Cc A/(BUC) (3)

2.1) Montrons que : A/(BUC) C (A/B)/C

r€eEA N 26A¢B . r€eA/B
etx ¢ BUC @ etx ¢ C

VweAﬂBUC%#{
et r¢C
alors : x € (A/B)/C donc :

A/(BUC) C(A/B)/C (4)

de (3) et (4) on déduit que : (A/B)/C = A/(BUC)

3. A/(BNC) = (A/B)U(A/C)

A/(BNC)=ANCg(BNC)
= AN (CgBUCEC)
=(ANCgB)U(ANCgC)
= (4/B) U (4/C)

b. La stmplifications :
1. CE(AUB)NCE (CUCEA)

Ce(AUB)NCr(CUCEA) = (CEANCEB)N (CgCNA)
=(ANCgA)N(CgBNCEC)
=N (CgBNCEC)
=g

2. Cg(ANB)UCE (CNCgA).

Ce(ANB)UCE (CNCgA)=(CrRAUCEB)U (CgC U A)
= (AUCgA)U (CgBUCEC)
=EU(CgBUCEC)
=F

Corrigé exercice 3 Soient f : [0,1] — [0,2] avec f(z) =2 —x et g : [-1,1] — [0,2] avec
g(z) =2*+1
1. Déterminons : f({3}), f~1({0}), 9([—1,1]), 970, 2])
o [z ={f@el0.2, ve{3}}={fG)};={3}

o [T({0}) ={x€[0.1], f(z)€{0}}
ona: f(x) e{0} e flz)=0=2—2=0=>0=2¢]0,1]
donc :f1({0}) = o



i g([_lal]): g(:ﬂ) < [0’2]7 S [_171]}
oma:re[-1,1le-1<2<1=0<22<1
=>1<22+1<2=1<g(r)<2
g9(x) € [1,2] C [0,2]

e g7([0,2)) ={z € [-1,1], g(x)€[0,2]}
g(x)€0,2] & 0<a2?+1<2
= -1<2?<1
=0<2°<1
= 1<z<l=axe[-11]
donc : g71([0,2]) = [-1,1]
f injective
2. L’application f est bijective < { et
f surjective
2.1) Uinjectivité :
f injective < Yy, xe € [0,1],  f(z1) = f(x2) = 21 = 29
on a :f(x)) = f(xe) ©2—x1 =2—1x9 = 11 =9, donc: f est injective.
2.2) la surjectivité :
| surjective < Yy € 10,2], 3z € [0,1] tel que y = f(x)
ona:y=flr)=y=2—rx=>x=2—y ¢[0,1] (car poury=0=x=2¢[0,1])
donc f n’est pas surjective et par la suite f n’est pas bijective .
g injective
3. L’application g est bijective < { et
g surjective
3.1) linjectivité :
g injective < Vi, 19 € [—1,1], g(x1) = g(x2) = 21 = 29
ol : w1 £ 3 = g(o1) # 9(2)
on a :—2#2 mais g(—2) = g(2) =5
donc : g n’est pas injective par la suite g n’est pas bijective .

4. On ne peut pas calculer go f et fog car 'ensemble d’arriver et I’ensemble de départ
dans les deuz cas n’est pas les méme

1 ,r <0

Corrigé exercice 4 I. Soit Uapplication f: R — R telle que : f(z) = { L4 >0

1. Déterminons : f(RT), f~1{0}), f~*{1}), F~1([1,2])
o fRT) ={f(z),zeR"}
oma:reERTSrell,+o=2>0=z+1>1% f(z) €[l,+o0]
done : f(RY) =1, 400

o [71({0}) ={z €R, f(z) =0}
— Sur] —00,0[, f(z) = 0 nadmet pas de solution.
— Sur [0,+o0[, f(x) =0=2+1=0 donc z=—-1¢]0,+00]
dou : fr € R, tel que : f(z) =0 donc: f~1({0}) =0
o ({1} ={zeR f(z)=1}
— Vel —00,0[ ona: f(x)=1
— pourz € [0,40[=2+1=1=2=0
donc :f 71 ({1}) =] — 00, 0[U{0} =] — 00, 0]



o fH([L2)=f({1Huf(-12)
FY{1}) =] — 00,0] (déja calculé)
f7101,2) = {z e R, f(z) €1, 2]}

— pour x €] —00,0], il est clair qu’il n’existe pas de réels négatif ayant une image dans
Uintervalle |1, 2].

— pourx € [0,4+00[, 1<zr+1<2<0<2<1
Ainsi f71(]1,2]) =0, 1]
d’ou f71([1,2]) =] — 00,0]U]0,1] =] — 00, 1]

2. f n'est pas injective car : —3 # —2 mais f(=3) = f(-2) =1
f n’est pas surjective car : d’aprés la question précédente O n’a pas d’antécédents

II. Soit Uapplication g : R — {1} — R* telle que : g(z) = 325

1. Montrons que g est bijective :
— g injective Nay, 25 € R — {3
g(xl) = g(xQ) g % = 21371
200 — 1 =225 — 1= 21 =29
donc : g injective.
— g est Surjective : Vy € R*, dJxr € R — {%} tel que : y = g(x)

y=g(r)=>y=5g=>c="5"

On doit montrer que : g—‘z # %

Par labsurde : on suppose : 9fry2y = % = 9 =0 ce qui est impossible

On déduit alors Yy € R*, 3z € R — {3}, y = g(x). Donc g est Surjective .
En déduit que g est bijective.

2. Déterminons lapplication réciproque g~ *

1
giliR*HR—{E}
y—r=g"'(y) =5

— 9tz

done : g~ (z) = %

Corrigé exercice 5 Soit f une application de E vers F'. Soient A et A’ deux partie de E , et
sotent B et B' deux partie de F

1. Montrons que :

1.1 AC f7Y(f(A) Vz C A on a :f(x) € f(A)
alors : v € f71(f(A))
car : f7Y(B)={x € E, f(x) € B}
d’ot A C f7H(f(A)).
1.4 f(ANA) C f(A) N f(A)
Vye f(ANA) C,dz e ANA" tel que : y= f(x)
re A= f(x) e f(A)
reEANA = et = f(z) € f(A) N f(A)
re A= f(x) e f(A)
et comme y = f(x) donc :y € f(A)N f(A)
on déduit : f(ANA") C f(A") .
1.5 71 (BUB) = f"(B)Uf ' (B)
(1.5.a) montrons que : f~* (BUB') C f~YB)U f~ (B



Ve e ffYBUB') = f(zr) e BUB'
f(z)e B=z¢€ f~}B)
alors : ou =ze [YB)Uf 1B
f(z)e B =uze f~YB)
(1.5.b) De la méme maniére on démontre l’inclusion inverse.
De (1.5.a) et (1.5.b) on déduit que :

f(BUB)=f(B)Uf(B)

2. Montrons que si [ est injective alors on a égalité dans (4) :

2.1 D’apres (4), nous avons montré que : f(ANA") C f(A)N f(A)
2.2 Montrons que : f(A)N f(A") C f(ANA)
ye f(A)=3dx e A tel que y= f(x)
Vye f(A)N f(A) = (¢ et
ye f(A)= 32" € A tel que y= f(a')
y=f(z)= f(a') et [ est injective. On déduit que : v = '
dovze ANA = f(x)e f(ANA)
donc :y € f(ANA)
De (2.1) et (2.2) on obtient :

fANA) = f(A) N f(A)

Corrigé exercice 6 On a : V(z,y); (2',y) € R? (x,y)R (2, y) &z +y=12"+
1. Montrons que R est une relation d’équivalence :

R est une relation d’équivalence si et seulement si : elle est réflexive, symétrique, tran-

sitive.

a) R réflezive : V(x,y) € R? : (z,y)R(z,y)
(x,y)R(z,y) ©r+y=c+y=0=0 vraie
D’ou R est réflexive.

b) R symétrique : V(z,y); (2',y") € R*: (z,y)R(2,y) = (', ¢y )R(x,v)
Ona:(x,y)R,y)ert+y=2'"+y ' +y=c+y= (2,y)R(z,y)
D’ou R est symétrique.

(z, y)R(2",y)

c) R transitive : ¥(z,y), (', ), (2”,y") € R*: ¢ et = (z,y)R(z",y")
(I/, y,)éR([L’” , yﬂ)
(z,y)R(2", ) r+y=2"+y
ona:{ et & (et =z+y=1"+y & (z,y)R(",y")
(I’l, y/>§R($”,y”) J}/ + y/ — flf” + yn

D’ou R est transitive.
Ainsi, de (a), (b) et (¢), R est une relation d’équivalence .
2. La classe d’équivalence du couple (0,0) :

cl1(0,0)} = {(az,y) ceR?: (x,y)é}ﬁ(o’o)}
—{(wy) ERYa+y=0+0=0}
= {(z,y) € R*/y = —x}
= {(I, —ZL’)/J/‘ c R}



Corrigé exercice 7 On a : V(z,y); (2',y) € R? (z,9)T(2,y) & |z — 2| <y —y
1. Montrons que T un relation d’ordre :
T est une relation d’ordre si et seulement si T réflexive , symétrique , transitive.
a) T est réflexive : V(z,y) € R? : (z,y)T(x,y).
(x,y)T(z,y) = |z —z| <y—y=0<0 (vraie)
d’ou T est réflexive.
(z,)T(",y)
b) T antisymélrique : ¥(z,y), (z',y') € R? : { et = (z,y) = (2, )
(=,y)T(z,y)
(x, )T (2, y) = |z -2 <y —y
=2 -2 <0=|z—2|=0=>a=20
(@ )T (z,y) & |2' —z| <y —y
/

y—y=>0 y—y=0
de plus, { et =< et sy -—y=0=>y=y

Yy — >0 y’ —y < 0
d’ou (x,y) = ( y') , alors T est antisymétrique.
(z,9)T(2",y)
c) T est transitive : V(x,y), (2, ), (x",y") € R? : ¢ et = (z,y)T(z",y")

(.CL',, y,)T($” , yn)

(2, 9)T (=", y/) [r =2 <y —y Y ty<z—a' <y —y

et < et = et

(x’,y/)T(:E”,y”) |ZE/ _ $77| < yv _ y/ _yn + y/ < T — < yv _ y/

donc ',y_y” Sx_x” Sy”—y:}|x—x”‘Sy”—y:}(l"y)T(]j”’y”)
d’ou T est transitive.
Ainsi, de (a), (b) et (¢), T est une relation d’ordre.

2. L’ordre n’est pas totale (partiel) car : I(z,y) = (2,3) et (2',y') = (4,3)
(z,y) Iz’ y)
tel que : < ou
() T'(x,y)
Corrigé exercice 8 V(n,m) € N* x N*, nSm < 3k € N* tel que : n=km

1. Vérifions que : 652 et 5S1.
On a : 652 < 6 = k(2) (vraie il suffit de prendre k = 3)
On a : 551 < S = k(1) (vraie il suffit de prendre k =5)

2. Montrons que S est une relation d’ordre partiel :

a) Réflexive : Yn € N*, nSn
On a : nsn < n = kn (il suffit de prendre k =1 pour que n = kn soit vraie)

nSm
b) Antisymétrique : Yn,m € N* : ¢ et =>n=m
mSn
nSm dk € N* tel que : n=Fkm
Ona:q et & (et =n=k(k'n) = n=Fkk'n
msSn Jk' € N* tel que : m =k'n

done : kk' =1 et comme k,k' € N*, ona :k=k =1 doitn=m
d’ou S Antisymétrique .
nSm
c) transitive : Vn,m,l € N*: < et = nSl
mSl

10



b)

nSm dk € N* tel que : n=km
Ona:<{ et & et =n=k(kl)=n=FkKIl

mSl Jk' € N* tel que : m =kl
ainst Ik = kk' € N* tel que : n = k"l = nSI
d’ou S transitive.
Alors, de (a),(b),(c) la relation S est une relation d’ordre mais partiel car si on
prend m=3 etm=>5o0ona:n Sm
On dit que l’ensemble N* posséde un minorant N pour la relation S si ¥Yn € N*,on
a:NSn< Jke N* tel que : N =kn
donc le N est le multiple de tous les entiers naturels nuls , cet élément ne pourra
jamais exister , puisque il y’a une infinité de nombres dans N* s’il n’y a pas de
minorant , il n’existe plus de minimum.
On dit que N* posséde un magjorant M pour la relation S si : Vn € N*, nSM <
dk € N* tel que : n=KM
Donc, il suffit de prendre M = 1,car Yn € N*,3k € N* tel que : n=K(1) (n = K)
donc :le majorant est M =1 .
de plus, comme M =1 € N* alors, le maximum est 1 .
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