CHAPITRE 3

Théorie des ensembles avec Exercices Corrigés

1. Notion d’ensemble et propriétés
1.1. Ensemble.

DEFINITION 1.1. Un ensemble est une collection d’objets mathématiques (élé-
ments) rassemblés d’aprés une ou plusieurs propriétés communes. Ces propriétés sont
suffisantes pour affirmer qu’un objet appartient ou pas a un ensemble.

EXEMPLE 1.2. (1) E : ’ensemble des étudiants de l'université d’USTO.
(2) On désigne par IN ’ensemble des entiers naturels IN = {0,1,2,3,...}.
(3) L’ensemble des nombre pairs se note : P = {x € IN/2 divise z}.

(4) L’ensemble vide est noté : O qui ne contient aucun élément.

1.2. Inclusion. On dit que I'ensemble A est inclus dans un ensemble B lorsque
tous les éléments de A appartiennent & B et on note A C B,

ACB<& (Vx,(x € A=z € B)).
La négation :
A¢ B< (3z,(x € AN ¢ B)).
EXEMPLE 1.3. (1) On désigne IR l’ensemble des nombre réels on a : IN C IR.
(2) On désigne Z l’ensemble des nombre entiers relatifs, Q ’ensemble des ration-

nelsona:INCZcCQcCIR.

1.3. Egalité de deux ensembles : Soient A, B deux ensembles sachant A = B,
cela veut dire que :

A=B <& ((AC B)et (A C B)).

1.4. Différence de deux ensembles. La différence de deux ensembles A, B est
un ’ensemble des élements de A qui ne sont pas dans B, noté A — B.

A—B={x/xr € ANz ¢ B}.

Si A C B alors B — A est aussi appelé le complémentaire de A dans B, il est noté
A
Ca={z/rc BNz ¢ A}

1.5. Opérations sur les ensembles.
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1.5.1. L’union. La réunion ou 'union de deux ensembles A et B est ’ensemble des
élements qui appartiennent & A ou B, on écrit AU B.

r€e AUB & (r€ AV e B).

La négation :
r¢ AUBS (r ¢ ANz ¢ B).
1.5.2. L’intersection. L’intersection de deux ensembles A, B est ’ensemble des él-
séments qui appartiennent & A et B on note AN B.

re€ANB& (r € ANz € B).
La négation :
r¢ANB &S (r ¢ AVae ¢ B).
REMARQUE 1.4. (1) Si A, B nont pas d’élements en commun, on dit qu’ils
sont disjoints, alors AN B = 0.
(2) B=Cape AUB=E et ANB=0.
(3) A—B=AnB"
1.5.3. La différence symétrique. Soient E un ensemble non vide et A, B C F, la

différence symétrique entre deux ensembles A, B est I’ensemble des éléments qui ap-
partiennent 4 A — B ou B — A noté AAB.

AAB=(A-B)U(B—-A)=(AnCE)U(BNCy)=(AUB) - (ANB).
re€ AAB < {z/x e (A-B)Vxe (B—-A)}.
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1.6. Propriétés des opérations sur les ensembles.
1.6.1. La commutativitée. Quels que soient A, B deux ensembles :

ANB=BnNA,
AUB=BUA.

1.6.2. L’associativitée. Quels que soient A, B, C' deux ensembles :
AN(BNC)=(AnB)NC,
AU(BUC)=(AuB)UC.

1.6.3. la distributivitée. Quels que soient A, B, C' deux ensembles :
AUu(BNC)=(AuB)Nn(AUCQC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

1.6.4. L’idempotence.

AUA=AANA=A.

1.6.5. Lois de Morgan.

a)(AU B)¢ = A°N B
b)(AN B)° = A°U B*.

PREUVE. Montrons que (AU B)® C A°N B¢ et AN B° C (AU B)°,

(AUB)* C A°N B° :

Soit v € (AUB) = a2 ¢ (AUB) =12 ¢ ANz ¢ B=x € ANz € B® ainsi
r€(AUB)=xe€ (A°NB°, dou (AU B)® C (A°N B°).

A°NB°C (AUB)° :
Soit v € (A°NBY) =o€ ANeeB =a0¢ ANz ¢ B=1x¢ (AUB), dou
A°N B C (AUB)®, ainsi (AU B)¢ = A°N B°. On suit le méme raisonnement pour la
seconde relation.

1.7. Produit Cartesien. Soient A, B deux ensembles , a € A,b € B on note
Ax B={(a,b),a € A,b € B} I'ensemble A x B est 'ensemble des couples (a,b) pris
dans cet ordre il est appelé ensemble produit cartésien des ensemble A et B.

Si A et B sont des ensembles finis et si on désigne par :

CardA : le nombre des éléments de A.
CardB : le nombre des éléments de B. on aura :

Card(A x B) = CardA x CardB.
EXEMPLE 1.6. a) Soit E ={1,2,3,4,5,6,7,8}, A ={1,2,3,4,5,6}, B=1{2,4,6,8}

(1) ACE,BCE.
A n'est pas inclus dans B car 1 € AN1 ¢ B.
B n’est pas inclus dans A car 8 € BA8 ¢ A.

(2) ANB=1{2,4,6}, AUB = {1,2,3,4,5,6,8}.
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(3) A— B=1{1,3,5},B — A= {8}.
(4) AAB = {1,3,5,8}.
b) A={1,2},B={1,2,3}

AX B = {<17 1)? (172)7 (173)7 (27 1)7 (272)7 (273>}7

B x A={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)},
AXxB#BxA, car (3,2) € Bx A, et (3,2) ¢ Ax B.

2. Applications et relations d’équivalences
2.1. Application.

DEFINITION 2.1. On appelle application d’un ensemble E dans un ensemble F
une loi de correspondance ( ou une relation de correspondance ) permettant d’associer
a tout x € E un unique élémenty € F ou E est ’ensemble de départ et F' est [’ensemble
d’arrivé.

L’élément y associé a x est l'image de x par f, on note v — y/y = f(x).

EXEMPLE 2.2. Soit 'application suivante :

(1) fi:IN+— IN
n+— 4n + 2.
(2) fo:IR+— 1R
T — 5z + 3.

2.2. Image directe et image réciproque.
2.2.1. a) L’image directe. Soit f: E —— F et A C E, on appelle image de A par
f un sous ensemble de F', noté f(A) tel que

f(A)={f(z) € F/z € A},
sachant que f(A) C F, et que A, f(A) sont des ensembles.
2.2.2. b) L’image réciproque. Soit f : E —— F et B C F, on appelle I'image
réciproque de B par f, la partie de E notée f~*(B) telle que

“(B)={z € E/f(z) € B},
sachant que f~'(B) C F, et que B, f~!(B) sont des ensembles.
EXEMPLE 2.3. (1) Soit f lapplication définie par :

f:10,3] — [0,4]
r— f(x)=2x+1
Trouver f([0,1])?

fU01]) = {f(2)/z € [0, 1]} = {22 + 1/0 <z <1},
oma0<zr<1=0<2r<2=1<2r+1<3 alors f([0,1]) =[1,3] C
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(2) Soit f lapplication définie par :
g:10,2] — [0, 4]
v () = (20— 1)
Calculer f~1({0}), f~1(0, 1)).
FH{0}) ={z €[0,2]/f(z) € {0}} = {z € [0,2)/f(2) = 0} = {w € [0,2]/(22—1)* = 0} = {%

F710,1) = {z € 0,2]/f(2) €]0,1[} = {z € [0,2]/0 < (22 — 1)* < 1},

On a : (2x —1)* >0 est verifice Vo € R — {1}, x € [0,2]. D’autre part

r -1 <l=Rr-1<l=>-1<2r-1<1=0<z<1,

}.

et donc x €]0, 1[, en regroupant les deux inégalités, on obtient
1. .1 1. .1
~1(0,1]) = (0, = [U] =, 2 1[=]0, =[U] =, 1].
£7100,1) = (0. 5Vl )10, 1=10, 5[], 1]
2.2.3. 1) La surjection.

DEFINITION 2.4. L’image f(E) de E par f est une partie de F. Si tout élément

de F' est limage par f d’au moins un élément de E, on dit que f est une application
surjective de E dans F on a : f(E) = F.

fest surjective & (Vy € F),(Jx € E)/f(x) =y.

EXEMPLE 2.5. Les applications suivantes sont-elles surjective ?

(1) f1 :IN— IN
n +— 4n + 2.
f1 nest pas surjective, en effet si on suppose qu’elle est surjective c’est a dire
Vye N,Ine N/dn+ 1=y = n = 94;1, orn = yT_l ¢ IN contradiction f;
n’est pas surjective.

(2) fo:IR— R
T — 5z + 3.
fo est surjective car :Vy € R,3x € R/bz +3 =y — =z = 2 c IR.

5
2.24. 2) L’injection.

DEFINITION 2.6. Quand on a deux éléments dictincts de E correspondent pas fa
deux image différentes de F', f est dite application injective, on a alors :

(fest injective) & (Vai,29 € B 21 # 22 = f(21) # f(22)),
ou
(fest injective) < (Vxi,29 € E, f(21) = f(x2) = 21 = x9).
EXEMPLE 2.7. Les applications suivantes sont-elles injerctive ?

(1) f1 :IN — IN
n +— 4n + 2.
fi est injective car Nny,ng € IN, f(x1) = f(z2) = 4n1 +2 =4y +2 = 4ny =
dng = N1 = no.
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Injection Surjection Bijection

X — ¥ X —— Y X —— Y

2) fo: R+ R
T +— 5x + 3.
fa est injective car Nxi,x9 € IR, f(x1) = f(x2) = bx1 +3 =5y +3 = by =
5Ty = X1 = To.

2.2.5. 3) La bijection. f est une application bijective si elle injective et surjective,
c’est a dire tout élément de F' est I'image d’un unique élément de E, f est bijective si
et seulement si :

(Vy € F),(3lz € E), (f(z) =y). (3!signifie unique)
EXEMPLE 2.8. (1) f1 nest pas bijective car elle n’est pas surjective.
(2) fa est bijective.

ReEMARQUE 2.9, Lorsque une application f est bijective cela veut dire que I’appli-
cation inverse f~1 existe. f~1 est aussi bijective de F sur E et (f~1)~! = f.

EXEMPLE 2.10. fy est bijective et sa bijection est définie par :
P IR— R
y—3
Y — —.

5

2.2.6. 4) La composition d’application. Soient E, F, G des ensembles et deux appli-
cations f, g telles que
fiE—F g:F+—G
v— f(z)=y ,yr—gy) =2
On définit 'application
gof:E+— G
r+——go f(x) =z
PROPOSITION 2.11. (1) Si f et g sont injectives = g o f est injective.
(2) Si f et g sont surjectives = go f est surjective.
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PREUVE. (1) Supposons que f et g sont injectives, montrons que g o f est
mjective :
Vay, 29 € E,go f(x1) = go f(x2) puisque g est injective on aura :

9(f(z1)) = g(f(22)) = f(21) = f(2)

puisque f est injective ainsi :

go f(z1) =go f(z2) = z1 = o,
go f est injective.

(2) Supposons que f et g sont surjectives c’est a dire f(E) = F,g(F) = G, mon-
trons que g o f est surjective :

go f(E) =g(f(E)) =g(F) =G

d’apres la surjectivitée de f,g d’ou le résultat.

1l s’ensuit que la composée de deux bijection et une bijection.
En particulier, la composition de f : E —— F et sa réciproqgue f~' : F —— E est
Uapplication indentitée Idg, f~Yo f = Idg, fo f~!) = Idp.

2.2.7. ¢) Propriétés des applications. Soit f : F +—— F on a :
(1) AC B= f(A) C f(B).
(2) f(AUB) = f(A) U f(B).
(3) fF(ANB) C f(A) N f(B).
PREUVE. (1) Soity € f

y=f(x) e f(B) dou f
(2) Soit

) alors dx € A/f(x) =y, or AC B =z € B donc

(A
(4) C f(B).

ye€ f(AUB) & Jxc€ AUB/f(x) =

& dreA/f(r)=yVv3Ix e B/f(x) =
& yef(Avyef(B)

& ye [(AUf(B),

: ainsi f(AUB) = f(A)U f(B).

oit

y € f(ANB) dJre AnNB/f(x) =
dre A/f(x) =yATJx e B/f(x) =
ye f(A) Ay e [(B)

y € [(A)Nf(B),

A

ainsi f(AN B) C f(A)N f(B).
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EXEMPLE 2.13. f(z) = 2% A=[-1,0], B=10,1], AnB = {0}, f(A) = [0,1], f(B) =
[0,1],
fLA N f(B) =10,1], f(AnB) = f({0}) = {0} # [0,1] = f(A) N f(B).
Légalité :f(AN B) = f(A)N f(B) est vérifiée lorsque f est injective.
ProprosITION 2.14. Soit f: E+— F,g: F+— G on a :
(1) go f est injective, alors f est injective.
(2) go f est surjective, alors g est surjective.
(3) go f est bijective, alors f est injective et g est surjective.
PREUVE. (1) Soit zy,x9 € E/f(x1) = f(22), alors g(f(z1)) = g(f(x2)) comme
go f est injective ainsi x1 = xo d’ou f est injective.
(2) Ona f(E) C F = go f(E) C g(F) C G, puisque g o f est surjective , alors
go f(E) =G, ainst G C g(F) d’ou G = g(F), g est surjective

3. Relations Binaires dans un ensemble

DEFINITION 3.1. Soient x € E,y € F une relation R entre x et y est une corres-
pondance entre x et y. Le couple (x,y) vérifie la relation R, on note xRy, si E = F
la relation est dite binaire.

EXEMPLE 3.2. (1) Va,y € IN, 2Ry < x dévise y, R est une relation binaire.
(2) Vx,y € R, 2Ry < x > y.
(3) ACE,BC F;ARB < AC B.

3.1. Propriétés des relations binaires. Soient R une relation binaire dans I’en-
semble F et z,y,z € E, on dit que R est une relation

(1) Réflexive : (Vx € E), (zRx).

(2) Symétrique : (Vo € E), (Vy € E), (xRy = yRx).

(3) Antisymétrique :((Vz € E), (Vy € E), ((zRy) A (yRx)) = (x =vy)).
(4) Transitive :(Vz,y,z € E), ((zRy) A (yRz)) = (xRz).

DEFINITION 3.3. Une relation est dite relation déquivalence si elle est réflerive,
symétrique et transitive.

DEFINITION 3.4. Une relation est dite relation d’ordre si elle est réflexive, antisy-
métrique et transitive.

EXEMPLE 3.5. (1) Vz,y € IN,2Ry < = = y est une relation d’équivalence.
(2) ACE,BCF,ARB < A C B est une relation d’ordre, en effet :
(a) VAC E,AC A< R est réflexive.
(b) VA,Be€ E,((ACB)AN(BCA)) = A= B <R est antisymétrique.
(¢c) VA,B,Ce E,(ACB)AN(BCC(C))=ACC<&R est transitive.
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(3) Vz,y € IR, xRy & = < y, est une relation d’ordre.

DEFINITION 3.6. une relation d’ordre dans un ensemble E est dite d’ordre total si
deux éléments quelconques de E sont comparables , Vx,y € E, on a xRy ou yR.
Une relation d’ordre est dite d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total.

EXEMPLE 3.7. - Vz,y € IR, 2Ry & x <y, est une relation d’ordre total.
(1) R est réflexive : Vo € IR,z < z < 2Rx.

(2) R est antisymétrique : Vr,y € IR, (zRy) A\ (yRz)) < (z < y)A(y < z)) =
r=y.

(3) R est transitive : Vx,y,z € IR, ((zRy) A (yRz)) & ((x <y)A(y < 2)) <
y<z=>zr<z& Rz

(4) R est une relation d’ordre total car Vr,y € IR,z <ouy < z.

~ Soient (z,y), (2, y) € IR*; (z,y)R(z',y) & (v < 2') A (y <) est une relation
d’ordre partiel, en effet : 3(1,2),(3,0) € IR?, et (1,2) n'est pas en relation avec
(3,0), et (3,0) n’est pas en relation avec (1,2) .

3.2. Classe d’équivalence. Soit R une relation d’équivalence, on appelle classe
déquivalence d'un élément x € E 'ensemble des éléments y € F qui sont en relation
R avec x on note C, ou

T=0C,=1={y € E/zRy}

DEFINITION 3.8. L’ensemble des classes d’équivalence d’éléments de E est appelée
ensemble quotient de E par R, il est noté Eg,

Eg ={z/x € £}
EXEMPLE 3.9. Vx,y € IR, 2Ry < 2> —x = y* —y, R est une relation d’équivalence
car :
(1) Ve e R,2? —z =12 — 2 & 2Rx & R est reflévive.
(2) Vo,y € R, 2Ry & 2*—x =y*—y & y*—y = 2°—1 & yRa, R est symétrique.

B)Vz,y,ze R, 2Ry e > —rv =y’ —yANy —y=2—-z&1’ —ov=2"-2&
2Rz, R est transitive.

Cherchons les classes d’équivalence suivantes : Cy, 1,2, Ch1.
2

1
2

(1) Co ={y € E/0Ry},0Ry & y* —y = 0, ainsi Cy = {0,1}.
(2)
(3)
(4)

T:{yEE/lRy}y —y=1-1=0, ainsi 1 = {0,1}.
2={y € E)2Ry},y* —y =2, ainsi 2 = {—1,2}.
C

4 ={ye E/iRy},y*  —y=1-1=—1, ainsz‘C’%:{%}.

1
2
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4. Exercices Corrigés

EXERCICE 7. On considére les ensembles suivants :
A=1{1,2,5}, B={{1,2},5},C = {{1,2,5}},D = {0,1,2,5},
E={512}F={{1,2},{5}},G={{1,2},{5},5}, H = {5, {1}, {2} }.

(1) Quelles sont les relations d’égalité ou d’inclusion qui ezistent entre ces en-
sembles ?

(2) Déterminer ANB,GUH,FE — Q.
(3) Quel est le complémentaire de A dans D.

SOLUTION . (1) On remarque A= E,AC D,EC D,BCG,FCQG.
(2) ANB = {5},GUH = {5, {1}, {2}, {L.2}. (5}}. E — G = {12},
(3) Cp = {0}.

EXERCICE 8. Etant donné A, B et C trois parties d’un ensemble FE,
a) Montrer que :

(1) (ANnB)UB®= AU B

(2) (A—B)—C=A—-(BUC).

B3) A—(BNC)=(A-B)U(A-C).
b) Simplifier :

(1) (AuB)N(CUA).
(2) (AN B)U(C N A).

SOLUTION . a) Montrons que :
(1) (AnB)UB®= AU B".
Soitx € (ANB)UB*<x e (ANB)Vzxe B,
re€(ANB)UB® & (x€ ANz e B)V(x¢ B)
& (reAva ¢ B)AN(x e BV ¢ B)
& re€(AUBY) ANz € (BUBY)
& e (AUBY)NE
& rxe AUB-
Car E = B°UDB et AU B est un sous ensemble se E.
(2) (A—B)—-C=A—(BUC). Soitze (A—B)—C ona:
r€(A-B)—C & (r€eANxz ¢ B)N(x¢C)
re€AN(x ¢ BANx ¢ C)
re€AN(xeBNCT
re ANz ¢ (BUC)Lois Morgan
reA—(BUCQC).

te T
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(3) A—(BNC)=(A-—B)U(A-C).
re€A—-(BNC) & (x€AN(z ¢ BAz¢O)
(xe ANz g B)AN(z e Ana ¢ C)
re(A-B)hx e (A-C)
re(A-B)N(A-0).

t ¢

b) Simplifions

(1) (AUB)N(CU A).

(AUB)N(CUA) = (ANB)N(CNA)
= (ANA)N(BNCO)
= 0N(BNC)

— 0.
(2) (ANB)U(CNA)

(ANB)U(CNA) = (AUB)U(CUA)
= (AuA)U(BUC)
= EU(BUOQO)

= F.

EXERCICE 9. Soient E =0,1], F = [-1,1], et G = [0, 2] trois intervalles de IR.
Considérons application f de E dans G définie par :

flz) =2—u,
et Uapplication g de F' dans G définie par :
glz) =2"+1
(1) Déterminer f({1/2}), f~*({0}), 9([—1,1]),97"(0,2)).
(2) L’application f est-elle bijective ? justifier.
(3) L’application g est-elle bijective ? justifier.

SorutioN. (1)  (a) f({1/2}) = {f(x) € [0,2]/x = 1/2},
f(1/2) =3/2 €10,2], alors :

F{1/2}) = {3/2}.

(b) f71({0}) ={x € [-1,1]/f(2) = 0}.
Onaf(z)=2—2x=0=>2=2¢[-1,1], alors :

f7H{0}) = 0.
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(c) g([-1,1]) = {g(z) € [0,2]/x € [-1,1]}, on a = € [-1,0]U]0, 1].
r € [—1,0] —1<z<0
0<az’<1
1<z?+1<2
g(x) €[1,2] C[0,2]

e

d’ot g([—1,0]) = [1,2]

r€l0,1] = 0<z<1
= 0<2?<1
= l<a2?+1<2
= g(z) €]1,2] C [0,2]
d’ou (10,1]) =]1,2], g([-1,1]) = [1,2].

) [
(@) g7(0,2) = {z € [~1,1]/g(x) € [0,2]}, on a

= (—-1<2°<0)v(0<2*<])
Uingalité (—1 < x? < 0) n’a pas de solutions.
0<2’<1e0<|z/<le-1<r< 1
Ainsi
g 1([0,2)) =0U[-1,1] = [-1,1].

(2) Comme f~1({0}) =0 c’est a dire I’élément 0 € [0, 2] n’admet pas d’antécédent
par f dans [—1,1] donc f n’est pas surjetive et par suite n’est pas bijective.

(3) L’application g est paire donc g(—1) = g(1) or —1 # 1 donc g n'est pas

injective d’ot g ne peut étre bijective, aussi on remarque que g([—1,1]) =
[1,2] #[0,2] donc g n'est pas surjecive, alors n’est pas aussi bijective.

EXERCICE 10. On définit sur IR? la relation R par :
(z,y)R("y) & +y=a'+y
(1) Montrer que R une relation d’équivalence.

(2) Trouwver la classe d’équivalence du couple (0,0).

SOLUTION . R est une classe d’équivalence si et seulement si elle est réfléxive et
symétrique et transitive.

(1) a) R est réfléxive si et seulement si¥V(z,y) € IR?, (z,y)R(z,y)

(z,y)R(z,y) & r+y=2+y.



4. EXERCICES CORRIGES 31

D’ou R est réfiérive.
b) R est symétrique si et seulement si

V(z,y), (2, y) € R?, (z,y)R(z,y) = (¢, y')YR(z,y)

(z,)R(Y) = v+y=2"+y
= 4y =x+y
= (v )R(z,y)

D’ou R est symétique.
c) R est transitive si et seulement si

V(x,y), (@, y), (27, y") € R?, (z,y)R(z',y') A (2, ¢ )R(2”,y") = (z,y)R(z”,y")

r+y=a+y
(@ )R Y) A @Y )RE"Y) = { A
x/ + y/ — x?? + y”
= $+y:x77+y77
= (2, 9)R(z",y")
D’ot R est transitive, Ainsi R est une relation d’équivalence.
(2) Trouvons la classe d’équivalence du couple (0,0).
C((0,0)) = {(z,y) € R*/(z,y)R(0,0)}
= {(z,y) e R*/z+y =0}
= {(z,y) e R*/y = —a}
EXERCICE 11. On définit sur IR* la relation T par
(@, )T (o) &z -2 <y —y
(1) Vérfier que T est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?
(2) Soit (a,b) € IR?, représenter l'ensemble {x,y) € IR?/(z,y)T(a,b)}.
SOLUTION . T est une relation d’ordre si et seulement si elle est réfléxive et anti-
symétrique et transitive.

(1) a) R est réfléxive si et seulement si¥V(z,y) € IR?, (z,y)R(z,y)

(z,y)R(z,y) & |lr—z|<y—y=0<0.

D’ou T est réfléxive.
b) T est anti-symétrique si et seulement si

V(z,y), (2, y) € R?, ((z,y)T(«', ) A (2,9 )T (2, y)) = (z,y) = (2,9
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lz—2'| <y —vy
(z, )T, y) N ()T (z,y) = et
o' —z| <y—y

2z — 2| <0
|z —2'| =0
r=2a

Y —y>0Ay—y >0
Y —y>0Ay —y<0
y—y=0=>y=yv.

P4l

Y

Dot (z,y) = (2',y), alors T' est anti-symétique.
c) T est transitive si et seulement si

V(z,y), (@), (@",y") € R? ((z,y)T(«",y)) A (@', 9T (2", y)) = (x,9)T (2", y")

lz—2| <y —y

(z,9)T(«",y )N (", y)T(2”,y") = et

‘x/ _x”l S y77 _y/
—yty<r—a' <y -y
= et
_y” + y/ g a,/,/ _ x’? S y77 _ y/
= —y”—l—yél’/—x”gy”—y
j ‘x_‘r77|§y77_y
= (2,y)T(",y")
D’ou T est transitive, alors c’est un relation d’ordre.
L’ordre n’est pas total car I(xz,y) = (2,3) et (',y") = (4,3) tels que si on
suppose que (x,y)T(z',y') = |2 — 4] <0 ce qui absurde.
De plus (z',y")T(x,y) = |4 — 2| <0 fauz.
Soit (a,b) € IR?, déterminons Uensemble {x,y) € IR?/(x,y)T(a,b)}.

(,9)T(a,0) & |z —af<b—y
s (z—a)?—(y—0)*<0
& [(z—a)+y—-bll(r—a)—(y-0]<0
& [(x—aty—0)>0A(x—a)—(y—1b) <0
V [(x—a+y—0) <0A(z—a)—(y—>) >0
on pose :

D,, : le demi-plan fermé d’équations (x —y — a +b) > 0.
D,, : le demi-plan ouvert d’équations (x +y —a —0b) < 0.
D,, : le demi-plan ouvert d’équations (x —y —a+b) < 0.
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D,, : le demi-plan fermé d’équations (x +y — a —b) > 0.
D’ou
(a,b) ={z,y) € IRQ/(xa y)T(a,b)} = (Dm n Dpz) U (Dps n Dp4)
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