DEVELOPPEMENT EN SERIE DE
FOURIER ET LA TRANSFORMEE

DE FOURIER




Fonction f Fonction primitive F (e=constante) Intervalle I
f(z) = k (constante) F(z) = kx4 ¢ R

Jiz)== F(z)= %r"! + e B

f(x) = ax+b F(x)= %.uﬂ e R

f(z) = 2" F@)=2 e (n#-1) R si n > 0; | — 00;0f ou J0; +00|
f(z)= u% F(z)=2+vx + ¢ 10; +o0|

fl@) = = Fz)=—1 +c ] — 001 0] o J0; +-ocf

f(z) = cosx Fiz)=sinT + ¢ R

flx) = sin=x Fi{zx)= —cosx + ¢ R

flr) = 1+ tan®s = $ F(z)=tanz + ¢ ] % + kw;% + (k + 1)w[(keZ)
flx) =cos(wt + @) (w # 0) F{13=iﬁiHEWE +w) +& R

f(x) =sin(wt + @)(w # 0) Flax)=—— cos(wt + ) +e R

flz)=e® F(z)= e + o ®

1(z)= % L 10; 400




Séries de Fourier

s(t) : signal réel, périodique, de période T = 1/f, (vérifiant les

conditions de Dirichlet}

S(t) = ag + Z[a cos(2mfont) + b sm(mnr)]

W Zn'fﬂ 2m/T
Avec:
1 tﬂ."'T
g = — s(t)dt
T,
2 tﬂ.+T
an = = s(t).cos(2nnf,t)dt
t
2 ﬂtﬂ+T
b,, = = s(t).sin(2nnfyt)dt

B e [ e B L h L LT I



Séries de Fourier

[ Cas particuliers:

f:|—T/2, T/2] — R une fonction intégrable sur [=T /2, T/2].
. . K K
Si f est paire alors: f_k f(x)dx =2 fn f(x)dx

Si f est impaire alors: f_kk f(x)dx =0

Si f est developpable en séerie de Fourrier alors:



Séries de Fourier

(1 Cas particuliers:

a) Sif est paire alors:

ag =212 fydar =2 [ fo)at

T/2 Tf2
a, =217, f(@®) cos(wt) dt = 2 [;/% f(£) cos(nwt) dt
2 (
b, = — f() sin(nwt)dt =0
T J_z/2

b) Sif estimpaire alors:
a, = %fﬁzf(r)dr =0

z JriE
M F_j"_wzf{t}cns{nmt) dt =0

b, =2 [177, F(®©) sin(mwt) dt = = [[/* f () sin(nwt) dt



Exemple

Soit la fonction créneau f(t) présentée sur la figure suivante.

Séries de Fourier

T/2 /4
Calcul dean:auz%J‘ f‘(t)dtz%‘r Vodt=Sofs =Yo2l Vo a{_:%

-T/2 Ti4 T

5 P12
Calculde a,: a, =%J‘ f(t)cos(nwt)dt

-T2

2 [/
a, =— V, cos(nmt)dt
T J-1sa

3]'l
T nw T4

sin[————“mT] sin[— an]
_ 2V, 4 ) 4

T now ne




Séries de Fourier

a, = 4“{} Eiﬂ(_nt:T}

nwT
zvn . [I‘ITI:)
= sin| —
nw i
i AT
Si n est un nombre pair, n =2p : - Y sin(pr)=0
. (mmY . Tt -
Si n est un nombre impair, n =2p + 1 : smk?'} = sin (2P+1}—2— ={—1)
azp = ﬂ'
A, =71 2V
2p+l & _(-p*
(Zp+1)x
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Transformee de Fourier

Définitions:

» Soit x une fonction continue de la variable t alors la transformeée

de Fourier de x est définie par :

-+ O
TF[x(t)] = X(f) = f x(t).e P27t d¢
TF désigne la Transformeée de Fﬂurie_r directe.

> Soit f(t) une fonction admettant pour transformee de Fourier alors

f(t) peut s'écrire :
=+ Co

x(t) =TF'X(H] = X(f).e?™tdf

— 0

TF~1 |a Transformée de Fourier inverse.






Transformee de Fourier

» Lineéarite

Si x(t) <= X(f) et y(t) <> Y(f) ona: ax(t)y+by(t) <—> aX(f)+bY(f)

» Symétries :
« Si x(t) est un signal reel, on a X(-f) = X*(f), d'ou les propriété suivantes

Exemple: e= u(t)

{Ra[x{-ﬂ] = Re[X(f)] =>Paire {ux{-ﬂu = |IX()|l ->Paire

Im[X(-f)] = - Im[X(f)] = Impaire EO[X(-f)] = -0[X(f)] =2 Impaire

- Side plus x(t) est un signal pair, alors X(f) est purement reelle Exemple: e-alt

» Deéecalage temporel :

x(t-t;) ..;_-I...-..l..:....;.. X(f) E-jE?rﬂg Exemples: i(t) et &(t-1;)

- Conséquence : un déecalage temporel n'affecte pas le module de la T.F.

1 f
» Changement d'échelle : x(at) 1TF > |K(-é-]

wahida. handouziiE-gmail com



Transformee de Fourier

» Dualité :

Si x(t) - X(f) alors X(t) PRLLEN x(-f)

dx (1) TF

= Deérivation : T jZW(f)
< TF 1 1
> Integration : _J;ﬂx(f}df gr—2 jz.ﬂ'f X{f} -+ EX(U)C?( f-)

» Conservation de I'énergie (signaux a énergie finie) : Egalité de Parseval

Ex(D]= [ |x()fde=E[x(/N1= [ |[X(Ndr



Transformée de Fourier

PRINCIPALES TRANSFORMEES DE FOURIER

Dirac a1 1
Constante 1 o(f)
l )
I [ -0
Echelon unité u(r) S 5 ()
. S 1
Exponentielle e u(r) a+ 2xf
i 2a
E tiell -a
xponentielle : JE IRy
Gaussienne E—r: Ta n'e"’“’:f:
Exponentielle Ie o
complexe oM N o - Jo)
Cosinis cos(2fyt) A6~ £3)+8(F + 1)
. | .
Sinus sin(27 fot) leﬁff‘.ﬁ)'ﬂ{f +fo)]




Transformeée de Fourier

1 ||<T/2 Tsine(Tf)
Rect(r/T) =
Rectangle e AL {{} I (Sinus cardinal)
Sinus cardinal sinc(r/T) TRect( fT)
| 1| <7 :
Tri le Tri(e/T) = mnc*
riang (/T) { . oYl Tsinc™ (Tf)
i i 1 & 1
Peg:-::e ()= Y S8(t—nT) = 27 Eir—’—;)=?5ur(f)
== N=—=2a




Transformée de Fourier

Exemple:

On considére la fonction x(t) = rect(t/T").

Calcul de la transformée de Fourier

Calculons sa transformeée de Fourier :

X(f)

I

fjm x(t) exp(—j2n ft)dt

J 13 exp(—j2n ft)dt
_jﬂlrf [Exp(—jQ?rft)]

exp(Jm fT)—exp(—jn fT)
i2xn f

+T/2

—T/2

Tsinc(fT).



Enfalzant 0 + 3 onobtient: @® +e % =2cos

: IE|:ﬂ' E-":I
Cral cosf— o "
2

y i T L =
Enfaisant: (V- @ onobtient. @ —a — =21sind/

i i
Cion- | sinfl=— =
20

Ces deux egalites sont souvent appelees « Formulas d Euler »



Transformée de Fourier

Représentation graphique du module et de la phase de X ( f)

La TF X ( f) étant réelle, le module n’est autre que la valeur absolue :

| X (f)] = Tlsinc(fT)|.

S(f)
ATt

”anﬁ\/ vf\vn
-6/T -3/T ) 3T

spectre réel
S(f) = AT sinc (T f).

6T f

IS(H]

AT

i

T

3T 0 3T
spectre d' amplitude
|1S(f)| = |AT sinc (T f)|.

6./ T



Exercice 1
Soit s(t) appelée signal rectangle, défini comme suit :
—1 - = 1
.s:(t)={1 31?_t_§

0 ailleurs

1. Calculer I’'énergie et déduire la puissance movenne de ce signal.
2. Trouver la transformeée de Fourier de s(t).

Exercice 2

Soit le signal f5¢x) défini ci-apres :

—b b
R
0 ailleurs
1. Trouwver sa transformeée de Fourier Fo(ze).
2.

Faire un tracé schématigue de F>fue) dans les trois cas :
- a=2etb=1,
- a=1etb=2,

- a=1/2etb=4



Corrigé des exercices

Exercice 1

1. Calcul de I’énergie et de la puissance moyenne :
+co 2 1f2 2
E, = [*7|Isol|dt E, = [12 lniffae =1.

La puissance moyenne est nulle car le signal est a énergie finie.

2. S(f) = f_-:DS(t)E_EHfE' dt:f"'lfze—znﬂzl di — —1

—Jjnf _ pinf
_1!3 Ejﬂ.'f (E e )

Ejnf—e_jﬂf

S() = — () =77 =sinc(xf)

T f




Exercice 2
Considérons la fonction £(.x) définie ci-apreés :
b b
e a Ur —— < xs<s 4+—
£(x) = s >
airlleurs

Soit £ (w) la transformée de Fourier de f:'{ X) . Par défimtion :

F () =TF( £(x) = _[ £(x) e 7T dx

Donc
*H: 2 —da .. + 2
‘F:‘!(u} _— J- 8&'""dy = [e—_.r-#.tn] e
—if2 J2mu ~42
—3 ’
F&-(u = ral Jorbar ﬁ...l'ff"ﬂ
L _;Z:ru[ :l
swbwr Jor b
Fw= — [ < = ] = -2 sin(rbu)
T LU ZJ T
E‘: () = sinthu) = absinc(T bu)

T bu
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