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Les Structures Algébriques

Exercice 1 1. On munit R de la loi de composition interne x définie par :
Ve,y eR, wxy=ay+ (z*—1)(y*—1)

e Montrer que x est commutative, non associative, et que 1 est un élément neutre.
e Résoudre les équations sutvantes : x*x2 =5 et xxx =1

2. On munit R de la loi de composition interne * définie par :

Vo,y € RY*,  xxy= /22 + 12

e Montrer que xest commutative, associative, et queQ est un élément neutre.
e Montrer que aucun élément de R™ n’a de symétrique pour .

Exercice 2 Soit x la loi interne définie dans R par :
Ve,y e R,z sy =+ y+ 22>

1. Vérifier que x est commutative.
2. La loi x est-elle associative ?
3. Montrer que R admet un élément neutre pour la loi x et calculer ce neutre.

4. Résoudre les deux équations suivantes, d’inconnue x E R :1xx =1 2%xx =7

Exercice 3 Soient les quatre fonctions de R* dans R* :

o) =z, plo)=1 fl)=—z A=

Montrer que (G,0) est un groupe abélien (commutatif) avec G = {f1, fa, f3, fa}
Exercice 4 Soit G =R* X R et * [a lor dans G définie par :
(z,y) * («,y) = (z2', 2 +y)

1. Montrer que (G;*) est un groupe non commulatif.
2. Soit G’ =10, +oo[ x R, Montrer que (G', %) est un sous-groupe de (G, *)

Exercice 5 On considére sur R une loi de composition interne donnée par :

1
Va,b e R : a*b:a—i—b—i—g.

1. Montrer que (R, %) est un groupe abélien.
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2. Soit les deux applications définies de (R, *) vers (R,+) par :

flz)=3x et g(z)= 33:—1—%

Ces applications sont-elles des morphismes de groupes ?

Exercice 6 On munit A =R x R de deuzx lois définies par :

(z,y) + (@)= (@ +2" y+y) et (z,y) x(2,y)= (22,29 + 2'y)

1. Montrer que (A,+) est un groupe commutatif.

2. (a) Montrer que la loi X est commutative.
(b) Montrer que X est associative
(c) Déterminer l’élément neutre de A pour la loi X .
(d) Montrer que (A, +, X) est un anneau commutatif.



Corrigé Série de TD 03

Corrigé exercice 1 1. Ona:Vr,yeR, zxy=xy+ (2> —-1)(y> - 1)

a) Montrons que x est commutative, non associative, et que 1 est un élément neutre.

— Montrons que x est commutative :
Onaxxy=ay+ @ -2 -1)=yz+ @ -1)(2?-1)=yx*x
done, la loi x est commutative.

— Montrons que x n’est pas associative :

Prenons x =0,y =2,Z =3, on a :

(xxy)x2=(0%2)*x3=(-3)*x3 =55

rx(y*x2)=0x(2%x3)=0%30=—899

donc : la loi x n’est pas associative.

— Montrons que 1 est ’élément neutre : Ona : 1xx=1xx+(1>=1)(z*-1) ==z
De plus comme la loi est commutative tx1=1%xx =2
donc : 1 est [’élément neutre.

b) Résolvons les équations suivantes :
— r%x2=5&2r+3(2*-1)=5=32>+2r —8=0

donc : x1 = —2 et x2:§
—zxr=12+(@* -1 =1=2'-22=0
donc : x1=0,29 = —1 et z3=1

2. Ona:Vr,y e R™, xxy=/22+y>2

a) Montrons que x est commutative, associative, et queQ est un élément neutre :
— La loi x commutative :

x*y:\/x2+y2=\/y2+x2:y*x

donc : la lot * est commutative.
— La loi % associative :

(x*y)*Z:(\/xQ—i—yQ)*Z:\/(\/:UQ—i—yQ)Q*Z?:\/xQ—l—y?—i—Z?

¥ (Yy*xZ) =z \y:+ 22 = /22 + y? + 22
donc : la loi x est associative.
— Ona:xx0=vV22+02=|z|=2 car z>0
comme x est commutative, alors : xx0=0%xx =x
donc : 0 est [’élément neutre.

b) Montrons que aucun élément de R™* n’a de symétrique pour x :
Supposons que x admette un symétrique =, alors :

rxr =0=>Va2+a2 =022 +2”=0r=2"=0 or >0 et 2/ >0
done : x xx' =0 est impossible, pour tout x > 0, donc x n’a pas de symétrique.

Corrigé exercice 2 On a : Vo,y € R,z xy = x +y + 2%y?
1. Vérifions que % est commutative :
rxy=c+y+ryi=y+tr+yiai=yxzx
donc : la loi x est commutative.



2. Prenons :x=1,y=2,2=3
(xxy)xz=(1%2)x3="T%x3 =451
*(yxz) =1%(2%3) =141 =1723
donc : la loi x n’est pas associative.

3. Montrons que R admet un élément neutre pour la lot x et calculons ce neutre :
rxe=xS v +etale? =x

donc :e(l+ex?) =0=e=0, e:_—2 ona:xx0=z
x
et comme l’élément neutre est unique alors : e =0
4. Résolvons les équations suivantes :

lxz=1?+ao+l=1=22+2=0=>2,=0,20 = —1

2*3::7<:>4x2+x—5:0:>:c1:1,:1:2:’75
Corrigé exercice 3 On a : G = {f1, fa, f3, f1} avec : fi(x) = z, folz) = %, fs(z)
-, f4<£L‘> =—

Montrons que (G, 0) est un groupe abélien :

1. Ona:
fi f2 J3 Ja
fi fi fo /3 Ja
J2 i S Ja /3
I3 J3 Ja i fa
Ja Ja /3 J3 S

On remarque que la loi o est interne.
Vi, f;€G ona: fiofieG
2. La loi o est associative :
Viifjs ek €G ona: (fiofj)ofu=fio(fjofu)

3. f1 est ’élément neutre pour cette loi (d’aprés le tableau,).
4. chaque élément admet un élément symétrique qui est lui méme.

5. Cette loi est commutative.
On déduit que (G,0) est un groupe abélien.

Corrigé exercice 4 Soit G = R* X R et x la loi dans G définie par :

(z,y) * (¢',y) = (x2', 2y + y)

1. Montrons que (G; %) est un groupe non commutatif :
a) Commex #0 et ' #0 alors: za’ #0 donc: (z,y) = (2,y) = (x2', 2y +y) €
R* x R
donc : la lot x est une loi interne.
b) Ona :

(2, y) = (&, 9)] * (2", y") =

(v’ 2y +y) * (2", y")
= (z2'2", 2"y’ + xy +y)
(2,9) = [(2",y) = (2", y")] = (z,y) * (22", 2y" + /)
= (

!N

zx'r” 'y + 2y +y)

done : la lot * est associative.



c) Soit (a,b) € G tel que pour tout (z,y) € G on a :

(z,y) * (a,0) = (z,y) & (ax,ay +b) = (v,y)

donce :
ar=x=>a=1
ay+b=y=0=0

alors : (1,0) est I'élément neutre.
d) Soit (z,y) € G on cherche (2',y') € G tel que :

(z,y) * (2, ¢) = (1,0) & (z2', 29 +y) = (1,0)

donc : 1
xx'=1=2"=—-—#0
x
a:y’—l—y:ij’:?y
s L~y
alors, le symétrique de (x,y) est (—, —)
x

done : (G, *) est un groupe.
e) Comme : (1,2) % (2,0) = (2,2) et (2,0)x (1,2) = (2,4) il est claire que ce groupe
n’est pas commutatif.
2. Soit G' =10, +o0] x R, Montrons que (G', %) est un sous-groupe de (G, %) :
G’ sous groupe de G si et seulement si :
a) G#0Desecd
b) Vo,ye G' = zxyted
a) L’élément neutre (1,0) € 10,400 X R =G, alors : G' # )
b) Soit (x,y) € G' et (2,y') € G’ alors :
x —xy +2'y

()= @y ) = () (3, ) = (5, 7

2 Jed
comme 1, > 0. alors : (z,y) * (271 y™) e &
x

donc : (G', %) est un sous groupe de (G, *)

Corrigé exercice 5 On considére sur R une loi de composition interne donnée par :

1
VYa,b e R : a*b:a—l—b—l—é.

1. Montrons que (R, ) est un groupe abélien.
a) La commutativité :
1 1
axb=a+b+-=b+a+-=-=0bx*xa
6 6
d’ou la lot x est commutative.
b) L’associativité :

1 1 1 1
(a*b)*c:(a+b+6)*c:a+b+6+c+6:a+b+c+§

1 1
ax(brc)=ax(btetg)=atbrets

d’on * est associative.



c) Ona:axe=exa=asatet+i=a=>e==7cR
d’ou l’élément neutre est e = %1

d) axd =ara=ecsatd+i=="=d =3

admet un élément symétrique o' = _Tl —a€eR

on déduit que (R, %) est un groupe abélien.

a € R donc chaque élément a € R

2. Soit les deuz applications définies de (R, *) vers (R, +) par :

f(z) =3z et gx)= 3x+%

a) f:(R,x) — (R,+) est morphisme de groupe si et seulement si :f (xxy) = f(x)+ f(y)
On a : . .
flzxy) =3(x*y) :3(a:~|—y+6) =3r+ 3y + =

2
f(x)+ fly) =3z +3y
donc :f n’est pas un morphisme de groupe.
b) Ona:glzxy)=3(x*y)+3=3c+3y+35+1:=3c+3y+1
et :g(x) +gy) =3r+5+3y+5=3c+3y+1
alors, g est un morphisme de groupe.



