Chapitre 4

Quelques structures algébriques

4.1 Loi de composition intrene

Définition 4.1.1 On appelle loi de composition interne (ou opération binaire) sur
un ensemble non vide E, toute application x de £ x E dans E.
# Limage * (x,y) est souvent notée x *x y.

Ca.d:
( x est une loi de Qﬁ{v:p,yEE,x*yeE
composition interne sur Ve,y, o',y e B, (x=2"ety=y)=>zxy=1a"xy
Exemples
1) On sait que : Vx,y e N:x+yeNetz-y €N
et Ve,y, 2,y eN(zx=2"ety=9¢)=> (r+y=2"+y etz-y=2a"-y)
Alors, I’addition usuelle 747 et la multiplication usuelle ”-” sont des lois de compo-
sition internes sur N.

% 0

Il est clair que I'addition usuelle "+ et la multiplication usuelle sont des lois de
composition internes sur N, Z, Q, R et C.

2

2) La soustraction usuelle ”—" est une loi de composition interne sur Z, Q,R et C,

mais pas sur N.

3) L’addition usuelle "+ sur 'ensemble B = {0, 1} n’est pas une loi de composition
interne. En effet :

(z,y) |(0,0)](0,1) ] (1,0) (1,1)

+(z,y) 0 1 1 |2¢B
La multiplication usuelle ”-” sur ’ensemble B = {0,1} est une loi de composition
interne. En effet :

(z,y) 1(0,0)](0,1) ] (1,0) ] (1,1)

(z,y) | O 0 0 1

/

4) Le produit scalaire ¢ : R? x R? — R défini par ( ; ) o ( z, ) = zx’' + yy nest
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34 CHAPITRE 4. QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES

pas une loi de composition interne.

5) La composition o est une loi de composition interne sur 'ensemble A (E, E) des
applications de F dans E. Eneffet : Si f : F — F et g : E — FE sont deux applica-
tions alors, fog: F — E est une application.

6) L’intersection N est une loi de composition interne sur 'ensemble P (E) des par-
ties de E.

Définition 4.1.2 Soit x une loi de composition interne sur un ensemble non vide
E. Alors :

1) La loi % est dite associative, siVr,y,z € B, (xxy)*xz =x % (y * 2)

2) La loi x admet un élément neutre si dJe € E\Nx € E, (vxe=2x) A (exx =1x)
L’élément e (s’il existe) est appelé élément neutre de *.

3) Dans le cas ot * admet un élément neutre e, on dit que tout élément de E est in-
versible (ou symétrisable) par rapport a x, si Yx € E, 32’ € E,(xx2' =€) A (2' xx = ¢)

L’élément &' (s’il existe) est appelé inverse (ou symétrique) de x et est noté x~ 1.

4) La loi % est dite commutative, siVr,y € E;xxy=yx*x

Remarque 4.1.1
1) La disposition des parenthéses est inutile si la loi x est associative et on peut
écrire x x y x z au liew de (z*xy) * z el T * (y * 2)

2) Si x7" existe, alors (z71)"" = .

Exemples
1) On sait que Vz,y,z € R,z + (y + 2) = (x + y) + 2, donc l'addition usuelle ”+”
est associative dans R.

de=0eR,VzeR,(x+0=2)A (042 =x), donc 0 est I’élément neutre de "+
dans R.

Ve e R,32" = —x € R, (v + (—2) =0) A ((—z) + 2 = 0), donc tout élément de R
est inversible par rapport a ”+4".

Vr,y € R,z +y =y + z, donc 'addition usuelle "+” est commutative dans R.

” N

2) On sait que Vz,y,z €e Ryz - (y - 2) = (x - y) - 2, donc la multiplication usuelle
est associative dans R.

de=1eRVreR, (x-1=2x)A(l -z =ux),donc1est I'dlément neutre de ”-” dans R.

Pour x = 0 on ne peut pas trouver ' € R tel que 0- 2’ = 1; donc = = 0 n’est pas
inversible par rapport a la multiplication usuelle ”-” :

Cad:dz=0e R Ve e R(z-2"#1)V (2 -z #1), donc les éléments de R ne
sont pas tous inversibles par rapport a ”-”.

7N

Vr,y € R,z -y =1y -z, donc la multiplication usuelle est commutative dans R.
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3) Etudions 'opération T définie sur Z par n T m = —n — m pour n,m € Z..
Soient n,m, s € 7Z..

(nTm)Ts=(—-n—m)Ts=n+m-—s

nT(mTts)=nt(—-m—8)=-n+m+s

On a, par exemple, (172)73=(-1-2)73=3-3=0
et17(273)=17(-2-3)=—-1+5=4#(172)7T3;

donc T n’est pas associative dans Z.

Supposons e est ’élément neutre de 'opération 7 dans Z.
CadVneZ, nte=nAeTn=n.
nTe=ns -—n—e=nse=—2n
donc T n’admet pas d’élément neutre, car I’élément neutre doit étre le méme pour
tous les n € Z.

On ne peut pas chercher I'inverse d’un élément, car T n’admet pas d’élément neutre

nym=-n—m=—m—n=mTn, donc T est commutative dans Z.

4.2 Structure de groupe

Définition 4.2.1 Soit x une loi de composition interne sur un ensemble non vide G.
On dit que (G, ) est un groupe si x est associative, admet un élément neutre e et
tout élément de G est inversible par rapport a *.

Si en plus, x est commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien.
Exemples
1) Les structures (Z,+), (Q,+),(R,+) et (C,+) sont des groupes commutatifs.

2) Les structures (Q, -),(R, -) et (C, -) ne sont pas des groupes (car 0 n’a pas d’inverse
pour la multiplication usuelle ”-”)

3) Les structures (Q*, -),(R*,-) et (C*,-) sont des groupes commutatifs.
4) Les structures (N, +), (N, ), (Z,-) ne sont pas des groupes.

5) (Z,7) telle que n Tm = —n — m , n’est pas un groupe.

4.2.1 Sous groupe

Définition 4.2.2 Soit (G, *) un groupe et H une partie de G.
On dit (H, x) est un sous groupe de (G, %) si (H,*) est lui méme un groupe pour la
loi * restreinte a H.

Proposition 4.2.1 Soit H une partie d’un groupe (G, *) d’élément neutre e. Alors,

ec H
((H,x*) est un sous groupe de (G,*))(:){ VeyeH:zwry el
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Preuve : a) Supposons que (H,x*) est un sous groupe de (G, *) et montrons que

{ ec H

Ve,yec H:xxy '€ H

Soit x,y € H,

on a x,y ' € H (car tout élément de H admet un inverse par rapport a * dans H).
et xxy~t € H (car x est une loi de composition interne dans H).

Donc Vz,y € H:xxy '€ H.

Mais H # &, donc dxg € G : xp € H, d’ou xo*xgl c H CadeeH.

ec H

Ve,ye H:zxy € H et montrons que (H,*) est un sous

b) Supposons que {

groupe de (G, ) .

Ona H# @ carec H,

et comme Vo € G:x*xe=x =ex*x. Enparticulier Ve € H:xxe=x=ex*x
C.a.d : e est I’élément neutre de * dans H.

Soityc Hetx =e€ H,alorszxy ' =exy ' =y '€ H doncVyec H:y ! e H.
C.a.d : Tout élément de H admet un inverse par rapport a * dans H.

Soit z,y € H,alorsz,y > € H ot ax(y ) ' =axxy € H;donc Yo,y € H:zxy e H.
C.a.d : x est une loi de composition interne dans H.

Soit xz,y,z € H, alors z,y,z € G, dou (x xy) x z =x % (y * 2) , donc
Va,y,z € H: (x*xy)*z=u1zx*(yx*z). C.a.d: * est une loi associative dans H.

Ainsi (H, x) vérifie toutes les conditions d’'un groupe, donc c’est bien un sous groupe
de (G, *).

Exemples
1) Z est une partie de Q et (Q,+) est un groupe.
0eZ
On a { Wy €7 3+ (—y) €T alors (Z,+) est un sous groupe de (Q, +).
De méme (Q, +) est un sous groupe de (R, +) et de (C, +).

2) Si (G, *) est un groupe d’élément neutre e.

ecd
On a Ve,ye€ G:zxy e G alors (G, *) est un sous groupe de (G, *).
Onaq ¢ te) , alors ({e}, *) est un sous groupe de (G, %) .

Va,y € {e} :x*xy~! € {e}
({e},*) et (G, x) sont appelés sous groupes triviaux de (G, *) .

3) Le cercle unité S* = {z € C / |z| = 1} est une partie de C* et (C*,-) est un

groupe.
On a |1] =1 donc 1 € S'.
Soit z,2' € S*, on a |z (z’)71| = ‘Li,‘l =1, donc z - (2/)71 e St

1 1
Ainsi, { Vzeje Gl . (z’)_l gl alors (S, -) est un sous groupe de (C*,-).

m
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4) R** est une partie de R* et (R*,-) est un groupe.

Onale R*.

Soit x,2/ € R**, ona z- (/)" = £ >0, donc x - (z') " e R*F

Ainsi { L€R™ alors (R**, -) est un sous groupe de (R*,-).
’ V ZE c R*+ xT- ( ) R*+ ) ’ )

4.3 Homomorphismes de groupes

Définition 4.3.1 On appelle homomorphisme du groupe (G,*) dans le groupe
(G',*"), toute application f: G — G’ telle que :

Vo,y e G: f(x*xy) = f(2)+ f(y)

Exemples

1) Soit Papplication h : R — R** telle que h (z) = e et soit z,y € R.
Onah(z+y)=e=e"-e’="h(x) h(y).

Alors h est un homorphisme du groupe (R, +) dans le groupe (R**,-)

2) Soit 'application f : C* — R* telle que f (z) = |z]| et soit z, 2’ € C*.
Ona f(z-2) =z = [2] - || = f(2) - f (¢

7).
Alors f est un homorphisme du groupe ((C* -) dans le groupe (R*,-)

Théoréme 4.3.1 Soit f : G — G’ un homomorphisme du groupe (G,*) dans le
groupe (G',+") d’éléments neutres respectifs e et €, alors

Dite)=¢.

2)Vr e G, (f(z)) =f(a™').

Preuve :

2) Soit z € G, on a

faa )« f@)=f@txz)=f(e)=¢
ot £ )¢ fr) = frea) = o) =
Alors (f (x)) f(z™Y).

4.4 Structure d’Anneau

Définition 4.4.1 Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition
interne %, et xg. On dit que (A, *1, %) est un anneau si

1) (A, %) est un groupe commutatif.

2) La loi %o est associative.
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(y*lz) X9 T = (y*gx) *q (Z*Q[E) '
(Cette condition est appelée distributivité de la loi xo par rapport a la loi x;).

3)‘v’xyZGA:{etx*2(?/*12):(13*2y)*1(x*22)

# Si la loi %o admet un élément neutre, on Uappelle unité et on dit que l’anneau est
unitaire.
# Si la lot %o est commutative, on dit que 'anneau est commutatif.

Exemples

1) On sait que (Z,+) est un groupe commutatif, et on sait que la multiplication
usuelle 77 est associative et distributive par rapport a I’addition usuelle ”+” dans Z.
Alors (Z,+,-) est un anneau.

M N

De plus, la deuxieme loi est commutative et adment 1 comme élément neutre,
donc (Z, +, -) est un anneau commutatif et unitaire.

De méme, (Q,+,-), (R,+,-) et (C,+, ) sont des anneaux unitaires, commutatifs.

Remarque 4.4.1

Les lois d’un anneau (A, *y,*q) sont souvent notées +, et -, au lieu de *, et %5 et
pour cette raison on note l’élément neutre de +, par 04 et [inverse de x par rapport
a -+, par —x.

Aussi, on note l’élément neutre de -, (s’il existe) par 14 et linverse de x par rapport

a-, (sl existe) par x7.

4.4.1 Quelques regles de calcul

Proposition 4.4.1 Soit (A, +,,,)
])VxEA:SL"AOA:OA:OA'AI
2)Vr,ye Ar(—x) -, y=—(z,y) =2, (-y)

3)Va,y € A:(—a) -, (~y) =20y y

4) Si Uanneau admet un élément unité 14, alorsVe € A: —x = (—14) -, .

un anneau d’élément neutre 04. Alors :

Preuve
1) Soit x € A, on a
r-,0s =2-,04+,0,

=2, 04+, [ ,04a+,(—(x-,04))], car —z-, 04 est le symétrique de x -, 04
par rapport a +,.

=z, (0a+,04)+, (= (z-,04)), car -, est distributive par rapport a + ,
=z, 04+, (= (2, 04))
=04

De la méme fagon on montre que — (z -, y) =z -, (—y)

2) Soit x,y € A, on a



4.5. STRUCTURE DE CORPS 39
z,y+,(-x)-,y) =@+, (-x))-,y, car-, est distributive par rapport a +,

=0y, d’apres 1).
Alors (=) -, y=—(z-,y).
De la méme fagcon on montre que 04 -, z = 04.

3) Soient z,y € A, on a

(—$) A (_y> - - (l’ A <_y))7 d’apres 2)
=—(—(x-,y)), dapres?2)
=T .A y

4.4.2 Anneau integre

Définition 4.4.2 On dit qu’un anneau (A,+,,-,) est intégre, si

Ve,ye A:(z-,y=0,= (z=0,Vy=0,))

Exemple
Les structures (Z,+, ), (Q,+,-),(R,+,) et (C,+, -) sont des anneaux inteégres.

4.5 Structure de corps

Définition 4.5.1 Soit (K,+,,-,) un anneau unitaire.

On dit que (K, +,,-,) est un corps si

1) 1g # 0k

2) Tout élément de K — {0k} est inversible par rapport a la loi - ..

# Le corps est dit commutatif si la loi - est commutative.

K
Remarque 4.5.1 1) Si (K,+,.,-,) est un corps, alors (K*,-.) est un groupe (ou
K* =K — {0x}).
2) Tout corps K est un anneau intégre.
En effet : Soit a,b € K, on a
CL-KbZOK :>(a-Kb:0K /\(CL:OK\/(I%OK»
:((aKb:()K /\CLZOK)\/((I'Kb:OK /\G%OK))
= ((a=0g)V(at-pa-,b=a',0g)), car a # Ox assure que a~
= ((a=0xk) V(b= 0xk))

L existe

Exemples
1) Les structures (Q,+,-), (R,+,-) et (C,+,-) sont des corps commutatifs.

2) La structure (Z,+,-) n’est pas un corps, car les seuls éléments inversibles dans
Z* par rapport a la multiplication usuelle - sont 1 et —1.
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4.6 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1 1) On munit Z par la loi de composition x définie par :

Ve,y€Z :xxy=x+1y+ 22y.
Montrer que x est une loi interne; puis étudier, pour cette loi, la commutativité,
l'associativité, ['existence de [’élément neutre et [’existence du symétrique.
2) Méme question pour la loi de composition A définie sur R par :

Ve,ye R, :xxy= \/ﬁy2
Exercice 4.2 On munit l'intervalle |—1,1[ par la loi de composition interne x
définie par :Nr,y € Z : x xy = <Y

1+zy”
Montrer que (|—1,1[, %) est un groupe commutatif.

Exercice 4.3 Sur Q, on définit l'opération /\ par
Vo, €eQ:aAf=(a—1)(—-1)+1.
1) Montrer (Q, A) n’est pas un groupe commutatif.
2) Trouver le plus grand ensemble E C Q pour lequel (E, ) soit un groupe commutatif.
3) Soit f 1 E — Q* Uapplication définie par : VYo € E: f(a) = a — 1.
Montrer que f est un homomorphisme du groupe (E,A) dans le groupe (Q*,.).

Pour tout n € N*\ {1} et a € E, posons a™ =a Aa /A ...\ «a.

~
n-fois

Déterminer une expression simple de o™, puis calculer 30V — 30).

Exercice 4.4 Soit Aff (R) l’ensemble des applications affines de R dans R.
Aff(R) ={¢@n :R—=R / (a,b) ER* xR et Vz € R : p(p) (z) = az + b}

1) Montrer que (Aff (R),0) est un groupe non commutatif.

2) Montrer que Uensemble T (R) = {puu /b€ R} des translations de R, est un

sous groupe de (Aff (R),0).

Exercice 4.5 Soient (G,*) un groupe et Z (G) l'ensemble des éléments de G qui
commutent avec tous les éléments de G. Montrer que Z (G) est un sous groupe de

G.

Exercice 4.6 Soient (G,*) un groupe d’élément neutre e, tel que pour tout x € G :
x® = e. Montrer que pour tous x,y € G : (x*y)Q =yl etaxxy?xx =y*xa’*y.

Noter que 2> =z xx et 2> =x*x *x T

Exercice 4.7 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble G muni d’une
opération x. On dit que R est compatible avec la loi * si,

pour tous x,y,a,b € G : (xRy et aRb) = (xxa) R (y *b).

On définit Uopération % sur Gr par TRy =T

1) Montrer que si (G, x) est un groupe, alors (G/R, >T<) est aussi un groupe.

2) Application : (G,*) = (Z,+) et R, la congruence modulo n.
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Exercice 4.8 Soient x l'opération définie sur R donnée dans l’exercice 1 et la mul-
tiplication usuelle de R. Etudier la distributivité de chaque loi par rapport a ['autre.

Exercice 4.9 Montrer que (Z IpTs —T—, >.<> est un anneau commutatif unitaire et qu’il

o © — —

s’agit d’un corps si p est premier. N:.B,QEZ/},Z::I%H./::IH—y et %;g}:xxy)

Exercice 4.10 Soit (A,+,,-,) un anneau vérifiant z* = x pour tout x € A. (On
dit que = est idempotent et que A est un anneau de Boole)

1) Montrer que 2z = 04

2) Montrer que A est commutatif. En déduire la valeur de (x -, y)-, (x 4+, y) Noter
quer’=x-, vet2x =1+,

Exercice 4.11 Soit (G, %) un groupe. Trouver une condition pour que l’application
f:G — G telle que f () = x x x soit un endomorphisme.

Exercice 4.12 Montrer que (p,, X) est isomorphe a (Z/nZ, —T—)
pn ={2€C /2" =1} (n € N*) est l’ensemble des racines n — éme complezes de
l'unité 1

Exercice 4.13 L’application f : C* — R* telle que f (z) = |z|
1) Montrer que f est un homomorphisme du groupe (C*,-) dans le groupe (R*,-)

Exercice 4.14 Montrer que le composé de deux homomorphismes de groupes est un
homomorphisme de groupes.
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