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Analyse de Fourier des Signaux a Temps Discrets
Rappels

*  Transformée de Fourier des Signaux a temps discret : TFTD

x(t) o N —— x"(t) = Zi 2o x(nT) 8(t — nT)
+00
Transformée directe .
analyse: x(n) TFTD: X(Q) = Z x(n)e M 0 eR
n=-—oo
+00
ou X(f)= Z x(n)e 2T feR
n=-—oo
. . Transformée inverse 1 . 0
synthese: X(jQ) TFTDI: x(n) =5 fXQQ)eJ " dQ
21
1/2
ou x(n) = f X(f)e/?™df , neL
-i/2

On remarque que la TFTD X(jQ) est périodique, (de période2r), pulsation discrete 0, car e/ =
e/@*+2M) oy en fonction de la fréquence, X (f) périodique (période f = 1)

En général, X(Q) € C, est complexe.
X2 +2n)=X(Q) = € [-nn] suffisant pour l'analyse.
X(Q) est appelée spectre de fréquence de la séquence {x(n)}.

|X(Q)|: spectre d'amplitude

_ jargx(Q)
X =Xl - { argX(Q): spectre de phase

Souvent on exprime le spectre d’amplitude en dB: |X(Q)|z5 = 20logo(IX(Q)])

e Propriétés de la TFTD

Globalement, la TFTD posséde les mémes propriétés que la TF des signaux a temps continus. X(f)
est une fonction complexe. Si x(n) est réel alors le spectre d’amplitude,|X(f)|, est une fonction
paire, par contre le spectre de phase, arg(X(f)), est une fonction impaire, étudiés sur I'intervalle

fe[O,%].

e Linéarité: ax(n)+byn) & aX(f)+bY()
e Décalage temporel : x(n—ny) < X(f)e /2mof
e Décalage fréquentiel :  x(n)e/?™o o X(f —f,)
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o jenf.X(f)

1
* Relation de Parseval : Y4% o, [x()|*> = [* |X(F)|* df
2

e TF de la dérivée du signal : d:—;n)

e Relation de Plancherel :
x(m)*ym) < X(f).Y(f), oux:opérateur de convolution

1/2
K.y o XP P = [ X@w -0
-i/2
e TFTD Inverse
1/2 1
x(n) = f X(f) e?™ df ou bien x(n) = fX(f) el2m™f df
-i/2 0

* Transformée de Fourier Discréte TFD

Pour calculer la TF d’un signal discret en utilisant des processeurs de traitement numériques (DSP,

FPGA, micro-ordinateurs...), il suffit de discrétiser la variable de fréquence f sur l'intervalle —%%]
et calculer la TFTD sur un nombre fini N de points.
onprend f;, = NLTe pour k € {—g , ,g - 1} ce qui donne, pour N pair :
N-1
N - 'Znn—k
vke {—5 L 1} X(fo) = X(k) = Z x(n) e *"N
n=0

La TFD est périodique, de période N : {X(k)}ke{—%...,—l} = {X(k)}ke{g,...,zvq}

ceci nous amene calculer

{X()}keo,.N-1)
{X(K)}k € (0,..,n—1} st Ia TFD de la séquence temporelle {x(n)}, ¢ (0,..n—1}
N—1 . Analyse : TFD N-1 ' X
Xp = 1 Xk 2T X = xpe TN
N X=0 Synthése :TFD Inverse n=0
_Jj2m
enposant Wy = e~ N ,la TFD d'une séquence {x, }de N points,
définiesur 0 <n < N — 1estdonc
N-1
X = z X, Wk k=0,..,N—1
n=0
25
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N-1 =

la TFD est linéaire et vérifie le théoréme de Parseval: Z |x,]% = N Z | Xk |?
n=0 k=0

* Transformée en Z

La transformée en Z d’un signal discret est I’équivalent de la transformée de Laplace pour les signaux
continus. C’'est aussi une généralisation de la TFTD applicable a une classe plus large de signaux
observés dans diverses applications techniques.

Soit une séquence [n] = {x(n), n € Z}, latransformée en Z de cette séquence, notée X(z) est

définie par :
+00
X(z) = Z x(n)z™™ :transf.en Z bilatérale
n=-oo
+00
ou X(z) = Z x(n)z™™ :transf.en Z unilatérale, si x[n] causale
n=0
1 £ Analyse : TZ N-1
x, = TZ7X(2)] = Z_ff X(2)z" ldz X(z) = Z Xz "
Jem C Synthése : TZ Inverse n=0

On note que la TFTD de x[n] est équivalente a la 7Z de x[n] évaluée sur le cercle z = e/ :

N-1 N-1
signal discret x(n) — TZ: X(z) = Z Xpz ™ > TFTD : X(e/%) = X(2)|yzein = x, ed"
n=0 n=0

TD. Transformée de Fourier des signaux a Temps Discret (TFTD)

Exercice 1. Calculer la TFTD des signaux suivants et tracer X ().
a. x(n) = [1/4»1/4:1/4'1/4]
b. x(n)=1[1,-2, 1]

3 n
c. x(n)=2 (Z) u(n), u(n) échelon discret.
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Exercice 2. Trouver la TFTD des signaux suivants :

a. Uneimpulsion rectangulaire de durée 2M + 1 et de supportde —M a + M.
Une séquence exponentielle causale x;(n) = a"u(n) , |al| < 1. Module et phase de
X ().

c. Une séquence exponentielle symétrique x,(n) = a™u(n) , |al < 1. Module et phase de
X,(Q).

Exercice 3. Calculer la TFTD des signaux suivants et tracer X (Q).

a. s;(n) = G)nu(n)

b. s,(n) = (a"sinNyn)u(n) la|
_ (1 pour n=0,1,2,3
¢ s3(n)= {0 autrement

d. s4(n) = G)nu(n +2)

Exercice 4. On considere un systéme discret de réponse impulsionnelle :

1 n
h(n) = (—) u(n).
2
Déterminer la réponse du systéme a chacun des signaux suivants :

a. x(n)=(=1"=e/™ pour tout n.
b. x(n) = e v,
s

mn
c. x(n) = cos (T + E) v n.

Exercice 5. Calculer la TFTD de y(n) = 4 cos(0.15 mn + 1) et vérifier le théoréme de Parseval pour

ce signal.

Exercice 6. Soit x(n) = n3~m2lvn et y(n) = 2™u(—n) Vn. Déterminer la TFTD de ces deux
signaux.

Exercice 7. Trouver la TFTD inverse de H(Q) = 4 cos(2Q) + 6 cos(Q) + j8sin(2Q) + j2 sin(Q).

Exercice 8. On considere le spectre périodique X(ejﬂ) de période 21 tel que :

; 1, sil<|Q] <2
jQy = ’
X(e ) {0, si|Q<1ou2=<|Q|<7

Trouver la TFTD inverse de X(ejﬂ).
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Exercice 9. Soit un systeme linéaire invariant discret (SLID) causal décrit par I’équation aux
différences entrée-sortie suivante :

8y(n)—6y(n—1)+y(n—2)=8x(n) , x(n):entrée et y(n):sortie

Y(e/?)

X% du systéme .

a. Trouver la réponse fréquentielle H(ejﬂ) =
b. Trouver sa réponse impulsionnelle h(n).

, . . o . 1
c. Déterminer quelle sera la réponse du systéme a une entrée x, (n) = 6(n) — ZS(n - 1.

d. Déterminer quelle sera la réponse du systéme a une entrée x,(n) = e/™,

TD. Transformée de Fourier Discréte (TFD)

Exercice 10. Calculer la TFD pour chacune des séquences de durée finie N (avec N paire) :

a. x[n]=4[n]
b. x[n]=6n—ny] 0<ny,<N-1
. ﬂﬂ={w 0<n<N-1

0 sinon

Exercice 11. Soient deux séquences de 4-points chacune x[n] et h[n] données par :

mmn
x[n] = cos (7), n=0,123 et h[n]=2" n=0123.

Calculer la TFD sur 4-points X[k] de x[n].

Calculer la TFD sur 4-points H[k] de h[n].

Calculer y[n] = x[n] * h[n] par convolution discréte.

Calculer y[n] = TFD~1[X (k). H(k)], en utilisant la TFD inverse du
produit X (k) et H(k).

o 0 T o

Exercice 12. 1. Trouver la TFD du signal x(n) = 6 cosz(gn).

2. Calculer sur N-point I'inverse de {X(k)}Z3 tel que

X(k) = 8k — ko) , ko €{0,1,..,N—1}
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TD. Transformée en Z

Exercice 13. Trouver la Transformée en Z des signaux discrets suivants :

x[n] = {(1/2)71 n=20 yIn] = {—(1/2)n n<o0

0 n<o0 0 n=0

Exercice 14. Trouver la Transformée en Z des signaux discrets suivants :

1/3)™ n pair
(1/2)™ n impair

3" n<o0
x[n] ={
Exercice 15. On consideére le systeme discret causal ayant la fonction de transfert pulsée :

3z + 272

(+-2)(=+3)

a. Trouver la réponse impulsionnelle hn] .

H(z) =

n
b. Pourune entrée x[n] = (%) u(n) déterminer la sortie y[n].

Exercice 16. Un systéme discret SLID possede I'équation aux différences suivante :
y[n] = 2x[n] — 3x[n — 1] + x[n — 2]

a. Trouver la fonction de transfert H(z2).
b. Tracer les pbles et zéros de H(z).

Exercice 17. Un signal x(n) est appliqué a I'entrée d’un filtre de réponse impulsionnelle h(n) =
6(n) — % 6(n — 1). La sortie du systeme est donnée par le signal avec distorsion y(n).

Théoriquement, x(n) peut etre reconstitué a partir de y(n) par un filtrage inverse (déconvolution)
dont la fonction de transfert est égale au réciproque de celle du filtre direct.

a. Déterminer la fonction de transfert H(z) et la TFD a 4-points H(k)de h(n).
Soit H;(2) la fonction de transfert du filtre inverse et h;(n) sa réponse impulsionnelle
déterminer h;(n). est-ce un filtre Rl ou RIF ?

c. Six(n)=6n) +6(n—1)+36(n — 2), calculer la sortie y(n) = x(n) * h(n) par
convolution directe.

d. Utiliser la TFD de x(n) et de h(n) ainsi que la TFD inverse pour trouver y(n) de la
question c.

e. Calculer Y(z) transformée en Z de y(n) et la TZ inverse de Y (z) X H;(z).
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