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Exemple 1 sur ’analyse de la variance (AINOVA)

L’analyse de la variance & un facteur Dans cet exemple, on fait une étude sur I’ap-
préciation sensorielle de la texture de trois viandes. Seul le caractére fibreux est considéré,
il est noté sur une échelle de 15 points. 15 dégustateurs différents ont noté les viandes
représentées selon le tableau suivant :

B[O

10 ] 13
8 |11
5 7
711
5 8

Pour faire 'TANOVA a un facteur, il faut appliquer la formule suivante :
Yij = b+ oy + €5 tel que :
yi; : est la variable & expliquer (la texture fibreuse de la viande),
«a; @ est effet du ieme niveau du facteur (caractére fibreux de la viande i),
- est Peffet moyen général (caractére fibreux potentiel),
€;; : est la variable aléatoire résiduelle (due a I’ensemble des autres causes qui déterminent
la note fibreuse),
Les €;; sont indépendants,
€;; suit une loi N (0, 0?).
La décomposition de I’élément y;; est comme suit :

Données globales (Y) = moyenne générale (M) + écart inter-colonnes (B) + écart
intra-colonnes (W) c’est a dire :

3 10 13 T T -3 0 3 -1 3 3
5 8 11 77T -3 0 3 1 1 1
6 5 7| =777 +|-303|+]2 -2 -3
3 7 11 70T -3 0 3 -1 0 1
3 5 8 T T -3 0 3 -1 -2 =2
La matrice Y des données globales est :
3 10 13
5 8 11
Y=16 5 7
3 7 11
3 5 8

On calcule la moyenne générale des trois séries notée Y comme suit :
oS40+ 043+ 310484547 +5+13+114+7+1148

Y
A partir de cette moyenne générale, on génére la matrice M tel que :
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M= |7 717
T T T
TTT )
On peut aussi calculer Y a partir des moyennes de chaque série comme suit :
Soient Y7, Y5 et Y3 respectivement les moyennes des séries A, B et C tel que :
_oto+t : +o+3 _ n
- 100+8+5+7+5
Y, — + +5 +r+o .
- 1B34+11+7+11
Y, — +11+7+11+8 10
)
Donc :
= Yo+Ys 447410
v - + Yo+ Yy 4+ + -

3 a 3

La matrice B est qui est I’écart inter-colonnes est calculée comme suit :

La premiére colonne c’est la différence entre V| et Y c’est a dire V| - Y =4 -7 = -3.
La deuxiéme colonne c’est la différence entre Y5 - Y c’est & dire Yo - Y =7 -7 = 0.
La troisiéme colonne c’est la différence entre Ys et Y c’est a dire Y3 - Y = 10- 7 = 3.
-3 0 3
-3 0 3
La matrice B —= [ =3 0 3
-3 0 3
-3 0 3

La matrice W est calculée en faisant la différence entre les éléments de la colonne une
la moyenne adéquate, la méme chose pour les autres colonnes. En faisant ces calculs on
trouve la matrice W qui est comme suit :

-1 3 3
1 1 1
W=12 -2 -3
-1 0 1
-1 -2 =2

La somme des carrés totale notée SCT est calculée comme suit :

SCT =(B-72+0C-7>2+0-7>24+C=7>2+B="72+10-7>24+@8=7)+(5—
T+ T =72 4+5-7>2+(13=72+ (11 =7)2+(7T—=7)2+ (11 =7)2+ (8 — 7)% = 140.

Si on reprend le tableau vu précédemment, on remarque qu’on a 3 groupes de données on
peut dire qu’on a m groupes de données et chaque groupe de données contient 5 élément,
donc on peut dire que chaque groupe ou classe contient n données. En tout on m X n
données. Si on connait la moyenne générale des données qui est Y alors les m x n données
sur le tableau ne sont pas toutes utiles ou indépendantes. C’est a dire si on connait les
m X n-1 données, on peut utiliser la moyenne pour trouver la donnée manquante. On dit
qu'on a m X n-1 degrés de liberté notée DDL. Dans notre cas leDDL = 3x5-1 = 14.

Pour calculer la variance des données représentées dans le tableau précédent on utilise la
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formule suivante :

SCT 140

DDL 14~

La question qu’on peut poser maintenant, est ce que cette variance est due a la variation
au sein du groupe (a l'intérieur du groupe) ou entre les groupes ?

Pour cela on va décomposer la somme des carrés totale SCT en somme des carrés qui
proviennent des variations a 'intérieur des classes et en somme des carrés qui proviennent
des variations entre les classes.

On commence par calculer la somme des carrés intra-classes c’est a dire on calcule les
écarts par rapport a la moyenne dans chaque classe cette somme est notée par SCipira.

La variance —

SCintra = + + + 1 + (10-=7) +(8—T7)*+
B5—=TP+(T7T-772+(-7%*+(13—-10)2+ (11 — 10)>+ (7 — 10)*+ (11 — 10)*> + (8 — 10)?
= 24+2+2=50.

= SCintra - 50

Maintenant si on prend par exemple la premiére classe A, on remarque qu’on a en réalité
4 données indépendantes car si on connait la moyenne de la classe qui est et les 4
autres éléments de la colonne, alors on pourra calculer 'autre élément. On général, si on
a une classe qui contient n données et si on connait la moyenne, alors il y a n-1 données
indépendantes. Cette valeur est notée par DDL = m x (n — 1) sachant que m représente
le nombre de classes dans lesquelles on a n-1 données indépendantes.

Conclusion : le degré de liberté a U'intérieur de la SCjpprq = m X (n — 1) = 12.

maintenant, on va calculer la part de la variation totale qui est due a la variation entre
les classes. Cette somme est la somme des carrés inter-classes notée par : SCjper-

SCinter = + + + + (T = 1)24(T = 1)24(7T = 7)%+
(T=772+(7T=772+(10=7)24+(10—=T7)*+ (10 = 7)* + (10 — 7)* + (10 — 7)? = 90.

On peut se poser la méme question c’est a dire : L’intervention des variables indépendante
elle est de combien si on calcule la SCj,., (dans ce cas on cherche le degré de liberté) ?
Dans ce cas, on se pose la question : si on connait Y on a besoin de combien de moyenne
de classe indépendantes? La réponse est m-1 c’est a dire si je connais deux moyennes

et la moyenne générale, alors je peux calculer la moyenne restante. Donc le DDI pour la
SCinter =m-1 = 2.

Remarque : SCT — SCiuirq + SCinter, la méme chose avec les degrés de liberté c’est
a dire DDIlscr = DD Lsc + DDLgc

intra inter ®

On peut aussi écrire : -
Uiy — Y)? =Sin(Y; = Y)2 + 5,55 (ys; — Yi)?
Les écart totaux — écart inter-niveaux + écart intra-niveau.

Interprétation des statistiques obtenus On souhaite tester les hypothéses :

Hy : " il n’a y a pas d’effet produit " c’est a dire les moyennes pour les différents
produits sont égales. Contre 'hypothése H; : " il y a un effet produit " c’est a dire au
moins de moyennes sont différentes.

Il s’agit donc de comparer la variabilité inter-niveaux a la variabilité intra-niveau du fac-
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teur.
Selon les résultats vus précédemment, on peut créer le tableau suivant :

‘ Source de variation ‘ SC ‘ DDL ‘
Inter-niveaux SCinter m-1=3-1=2
Intra-niveaux SCintra | m X (n—1) = 12

Totale SCT | (mxn)—1=14

On définit le carré moyen inter-groupes :
SCzn er 90
CMinter = = =45
m—1 2

Et le carré moyen intra-groupes qui est le C'M;,4rq —

SCintra o @
mx(n—1) 12
Pour tester Hy contre H;, on suppose que Hj est vraie, puis on va calculer une statistique
F qui va suivre une loi de Fisher, cette statistique est une caution de deux variables qui
suivent une loi de Khi2.

— 4,16.

SCinter

m—1 _ CMinter alors si SCinter > SCintra

SCintra CM;pira m—1 m X (n—1)
mx (n—1)
la variation due a des variations entre les classes est beaucoup plus importante que la
variation due a des variations I'intérieur des classes. Si le F' est grand, alors on a une trés
faible probabilité que I’hypothése nulle Hy soit vraie. Maintenant si F est petit c’est a dire
SCinter << SCintra
m—1 mx (n—1)
nulle Hj soit vraie.

F -

on peut dire que

et dans ce cas on a une trés grande probabilité que 'hypothése

45
4,16
A partir de quelle valeur observée de F rejette-t-on Hy 7?7 Si les résidus du modeéle de
I’analyse de la variance suivent une loi normale et si H, est vraie, on sait que F est
I’observation d’une variable qui suit la loi Fisher ayant m — 1 DDL au numérateur et
m x (n — 1) DDL au dénominateur notéF(,,—1 mx(n-1))-

Hy est rejetée si Fops > Flyn—1,mx(n—1)) pour un niveau de signification donné par o c’est
a dire si p-value < « sur la table de Fisher.
Si on prend ’exemple de la viande, le tableau d’analyse de la variance est comme suit :

Si on reprend 'exemple, F = = 10,81.

‘ Source de variation ‘ SC ‘ DDL ‘ CM ‘ F ‘ p-value ‘
Type de viande 90 2 45
Résiduelle 50 12 | 4,16 | 10,81 | p < 0,01
Totale 140 | 14
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La p-value = P(F, 4, vy > Fobserve)

Sur la table de Fisher :

Pour o = 5 %, Fa72712 — 3,88
Pour o = 1 %, F, 212 = 6,93.

Fos = 10,81 > I, 212 pour les deux «, donc on dit que Hj est rejetée et dans ce cas il
existe un effet type de viande significatif concernant le caractére fibreux.

La table de Fisher pour « = 5 %

Table de la loi de Fisher-Snedecor, a =

5

num den 1 2

1 1614476 18.5128 6.6079
2 199.5000 19.0000 5.7861
3 10.1643 5.4095
4 19.2468 5.1922
5 2301619 19.2964 5.0503 39715 3.6875
6 233.9360 19.3295 4.9503 3.8660 3.5806

T 236.7684 19.3532 6.0942 3.1355

8 238.8827 19.3710 6.0410 3.0717

9 24 3 19.3848 5.9988 4 3.0204
10 2418817 19.3959 4.7351 2.9782
11 5 19.4050 4.7040 2.9430
12 19.4125 A4.6777 2.9130
13 19.4189 1.6552 2.8872
" 19.4244 4.6358  3.9559
15 245.9499 4.6188 3.9381

5.8441 4.6038 3.9223
17 246.9184 5.8320  4.5004
18 247.3232 19.4402 3 5.8211 A.57856
19 2476861 19.4431 8.6670 5.8114 45678
20 248.0131 19.4458  8.6602 5.8025 d4.5581

16 246.4639

21 248.3004 8.6540 4.5493
22 24 91 8.6484 4.5413
23 248.8256 8.6432 1.5339
24 249.0518 £.6385

25 249.2601 ! 8.6341
26 249.4525 19.4573  8.6301
27 2496309 19.4587  8.6263
19.4600  8.6229
19.4613  R.6196
19.4624 86166

3.1081 .8932  2.724
3.1015 2.8864 2.7220
3.0054 28801 2.7164
3.0897 28743 2.7104
3.0844 2.3688 2.7048
30T 28637 2.6996

FIGURE 1 — table de Fisher pour oo = 5%
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num den 11 12 13 14 17 18 19 20
1 4.8443 1.7472 4.6672  4.6001 4.4513 44139 43807 4.3512
2 39823  3.8853 3.8056 3.7389 3.5915 3.5546 3.5219 3.4928
3 3.5874 3.4903 34105 3.3439 3.1968  3.1599 3.1274  3.0984
4 3.3567 3.2592 3.1791 3.1122 2.9647 29277 28951 2.8661
5 32039  3.1059  3.0254 29582 2.8100 27729 27401 2.7109
6 3.0046  2.9961 291563 2.8477 26987 26613 26283 2.599%
7 3.0123 29134 2.8321 2.7642 26143 25767 25435 2.5140
8 2.9480  2.8486  2.7669 2.6987 2.5480 25102 24768 2.4471
9 28962 2.7964 27144 2.6458 2.4943 24563 24227 2.3928

10 28536 2.7534 26710 2.6022 2.4499 24117 23779 2.3479
11 28179 2.7173 2.6347 25655 24126 23742 23402 23100
12 27876  2.G6866 2.6037 2.5342 23807 23421 23080 22776
13 27614 2.6602 25769 2.5073 23531 23143 22800 2.2495
18 2.7386  2.6371 25536 24837 23290 22900 2.2556 2.22%0
15 27186  2.6169 2.5331 24630 23077 22686 22341 2.2033
16 27009 2.5989 25149 2.4446 22888 22496 22149 21840
17 2.6851 2.5828 24987 2.4282 2.2719 22325 21977 2.1667
18 26709  2.5684 24841 24134 22567 22172 21823 21511
19 2.6581 24700 24000 2.2429 22033 21683 2.1370
20 2.4589 2.3879 2.2304 21906 2.1555 2.1242
21 2.4479 23768 22189 21791 21438 21124
22 24379  2.3667 22084 21685 21331 2.1016
23 24287 2.3573 2.1987 21587 21233 2.0017
24 2.4202 21898 2.1497 2.1141 2.0825
25 24123 2.1815 21413 21057 2.0739
26 2.4050 21738 21335 20978 2.0660
27 2.3982 2.1666 2.1262 2.0905 2.0586
28 2.3918 2.1599 21195 20836 2.0517
29 2.3859 21536 21131 20772 2.0452
30 2.3803 2.1477 21071 20712 2.0391

FIGURE 2 — Suite table de

Fisher pour o« = 5%
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