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Vector Space

exercice 1 Find which of the sets E1; Ey et E5 are vector subspaces of R? :

a) By, ={(z,y,2) eR*%2x +y—2=0}

b) Er={(x+y+z2—y,2)/x,y,z € R}

c) Ez={(z,y,2) € R%e%eve* =0}
exercice 2 Let F' = {f/f:R — R} the set of functions from R to R. Are the following
subsets vector subspaces of F :

a) i ={f:R—R;f(1) =0}
b) Fb,={f:R—R;f is positive}
c) Fs3={f:R—R;f isincreasing function}

exercice 3 1. Show that the family B = {(1,2);(—1,1)} is a generating family of R*
2. Which families are linearly independent among the following families :
a) F1 ={(1,1,0);(1,0,0); (0,1,1)} in R3
b) F, ={(0,1,1,0);(1,1,1,0);(2,1,1,0)} in R*
3. Show that the family B = {(1,2); (—1,1)} is a basis of R?* and the family
Fy ={(1,1,0);(1,0,0);(0,1,1)} is a basis of R?
4. Find the coordinates of the vector v = (—3,1) in the base B.

exercice 4 Let ' and G two vector subspaces of R defined by :

F={(z,y,2) Rz —2y+2=0} and G = {(z,y,2) € R} 2x —y + 22 =0}
1. Give a basis for F, a basis for G, and deduce their respective dimensions.
2. Guwe a basis for F NG, and give its dimension.
3. Do we have F & G =R3 ?

exercice 5 We consider in R3, the subset F' defined by :
F={(zr—y, 20 +y+4z3y+2z2)/r,y,z € R}

1. Show that F is a vector subspace of R3.
2. Ghve a basis for F', and give its dimension.

3. F is it equal to R3

exercice 6 Let Py[X]| the vector space of polynomials of degree less than or equal to 2 with

coefficients in R
P(X)=1,P(X)=X —1,P(X) = X? Py(X) = X(X — 1) elements of Py[X]

1. Show that B = {P1(X), Po(X), P5(X)} is a basis of Po[X]
2. Find the coordinates of the vector Py(X) in this base.
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Les espaces vectoriels

Exercice 1 Déterminer lesquels des ensembles E1; Ey et Es sont des sous-espaces vectoriels de
RS

a) By, ={(z,y,2) e R 2z +y—2=0}

b) Ey = {(x+y+z,m—y,z)/x,y,z € R}

¢) B3 ={(z,y,2) € R*e"eve” = 0}
Exercice 2 Soit F = {f/f:R — R} l'ensemble des fonctions de R dans R. Les sous-
ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de F' :

8) Fi={f R — /(1) = 0}
b) Fo,.={f:R—R; [ est positive}
c) Fs={f:R—R;f estcroissante}

Exercice 3 1. Montrer que la famille B = {(1,2); (—1,1)} est génératrice de R?
2. Quelle sont les familles libre parmi les familles suivantes :
a) Iy ={(1,1,0);(1,0,0);(0,1,1)} dans R3
b) F, ={(0,1,1,0);(1,1,1,0); (2,1,1,0)} dans R*
3. Montrer que la famille B = {(1,2);(—1,1)} est une base de R? et que la famille
Fy ={(1,1,0);(1,0,0); (0,1,1)} est une base de R?

4. Déterminer les coordonnées du vecteur v = (—3,1) dans la base B.

Exercice 4 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R® définis par :
F={(x,y,2) eR¥%x—2y+2=0} et G={(z,y,2) € R*2x —y+ 22 =0}
1. Donner une base de F, une base de G, en déduire leur dimension respective.
2. Donner une base de F'N G, et donner sa dimension.
3. Aton FEG=R3?

Exercice 5 On considére dans R3, le sous ensemble F' défini par :
F={(x—y,2c+y+4z,3y+22)/x,y,z € R}

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de R3.

2. Donner une base de F, quelle est sa dimension ¢

3. F est-il égale a R3
Exercice 6 Soient Po[X]| 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 a
coefficients dans R
P(X)=1,P(X)=X —1,P3(X) = X% Py(X) = X(X — 1) des éléments de Py[X]

1. Montrer que B = {P(X), Po(X), P3(X)} est une base de Py[X]

2. déterminer les coordonnées du vecteur Py(X) dans cette base.



Corrigé Série de TD 01

Corrigé exercice 1 Déterminons lesquels des ensembles Ei; Ey et Fs sont des sous-espaces
vectoriels de R? :

a) By ={(z,y,2) eR*2x+y—2=0} E est un s.e.v de R® si el seulement si :

El#@ = ORSEEl
Vu,v € E1,V\, B € R Au+ pv e E;

— Ops = (0,0,0) € By car : 2(0)+0—0=0 donc E; # 0

— Yu,v € E1,V\, B € R montrons que : \u+ fv € E;
Ona:u=(r,y,2) € By 2r+y—2=0, v=(2,y,2)eFE <22 +y -2 =0
et : A+ fv = Nz,y,z) + B2y, 2") = (e + ', \y + By, Az + 7))
Donc :

200 + B2") + My + BY) — (A2 + 82) = A2x +y — 2) + B2 +y' — 2)
= A0) +B(0) =0

Donc : AMu+ fv € Fy.
En déduit que Ey est un s.e.v de R3.

b) B, ={(x+y+z2—y2)/x,y,z€R}
— Ogs = (0,0,0) € Ey car : (0,0,0) = (04+0+0,0—0,0) donc Ey # 0
— Yu,v € E3, VA, B € R montrons que : \u+ v € Ey
Ona:u=(zyz2)€beou=@+y+z,v—y2)
v=(2\y,d) e By v=("+y + 22—y, 2)
et : u+pv=Nx+y+zx—yz2)+ 6, y,2)
=N+ Ay + Az + B2’ + By + B2/ e — My + pa’ — By, Nz + 2))
= ((\z + B2") + (\y + BY') + (A\z + ), (\x + Ba’) — (A\y + BY'), Az + B2)
dow Jx" =de+ P2’ eR, ' =ly+py eR, Fz2" = z+ 62 €R
ainsi : Au+ v = (2" +y" + 27,27 —y",2") € Es
En déduit que Ey est un s.e.v de R3.
c) Ez={(z,y,2) € R3e%eYe* =0}
On a : Og, = (0,0,0) ¢ Eycar : exp® x exp? x exp’ =1 # 0
Donc : Ey n'est pas un s.e.v de R3.

Corrigé exercice 2 Soit ' = {f/f : R — R} lensemble des fonctions de R dans R. Les
sous-ensembles suivants sont-ils des sous espaces vectoriels de F' :

a) Fi = {f : R —R; f(1) =0}
— f(x)=0€ Fy car f(1) =0 donc Fy # 10
— Vf1, fo € F1,V\, 8 € R montrons que : \fi + Bfs € Fy
Ona:fieFie fi(l)=0, freFl s f,(1)=0
Alors : (M1 + Bf2)(1) = Af1(1) + Bf2(1) = A0) + 5(0) =0
Done : Afy + B fs € F7.
En déduit que : I est un s.e.v de F.
b) Fb,={f:R—R;f est positive}
Si, en prend : f(x) =2+ 1€ Fy pour A = —1
ona:\f(zr)=—-2>-1¢ F,.

Donc : Fy n'est pas un s.e.v de F.



c) Fs={f:R—R;f estcroissante}
Si,on prend : f(x) =3z +2 € F3 pour A = —1
ona:\f(x)=-3x—2¢ F}

Donc : F3 n'est pas un s.e.v de F.

Corrigé exercice 3 1. Montrons que la famille B = {(1,2);(—1,1)} est génératrice de
R? :
La famille {(1,2),(—=1,1)} est génératrice de R* si et seulement si :
Vu = (xz,y) € R%, AN, B e R tel que : u=X1,2)+ B(—1,1)
Soit u= (z,y) € R* , cherchons A\, € R tel que : (x,y) = \(1,2) + 3(—1,1)

{

r=\N—0
y=2\+0

A= eR

:>x+y:3)\:>{ ﬁ;_%x+y€R
3

D’ot B est une famille génératrice de R?

2. Les familles libre parmi les familles suivantes :

a)

b)

b)

Fr ={(1,1,0);(1,0,0);(0,1,1)}
Fy est une famille libre si et seulement si :
VAL, A, A3 eR: )\1(1, 1,0) + )\2(1,0,0) + )\3(0, 1, 1) = (O, 0,0) = AN =X =X3=0

AL+ A2 =0 Ar=0
On a:A(1,1,0)+X5(1,0,0)+X3(0,1,1) = (0,0,0) & { M +X3=0 =< A=0
)\320 )\320

Donc : F| est libre .

F, ={(0,1,1,0);(1,1,1,0);(2,1,1,0)}

Fs est libre si et seulement si :

VA1, A, A3 € R )\1(0, 1, 1,0) + )\2(1, 1, 1,0) + )\3(2, 1, 1,0) = (O, 0,0,0) =M =N\ =
)\2 —I— 2)\3 — O

Ona:A(0,1,1,0)+A2(1,1,1,0)+ A3(2,1,1,0) = (0,0,0,0) & < A+ A+ A3=0
)\1 + )\2 + )\3 =0

A =1
= )\2:—2
A3 =1

Alors : Fy est liée .

Montrons que la famille B = {(1,2); (=1,1)} est une base de R?

B ={(1,2),(—1,1)} est une base de R* car :

— dim(R?) = card(B) = 2

— 1l suffit de montrer qu’elle est soit génératrice ou bien libre, et d’aprés la question
(1) elle est génératrice.
En déduit que : B est une base de R2.

Montrons que la famille

Fy ={(1,1,0);(1,0,0); (0,1,1)} est une base de R?

Fy est base de R? :

— dim(R3) = card(F,) = 3

— D’aprés le question (2.b) on a : Fy est libre .
En déduit que : F, est une base de mathbbR3.

4. Déterminons les coordonnées du vecteur v = (—3,1) dans la base B : v(—3,1) €
R,3N, B €R tel que : v(—3,1) = A(1,2) + 5(—1,1)

{

A—B=-3
2 X+ =1

SA=-2/3 e [=7/3



Corrigé exercice 4 Soient : F = {(z,y,2) e R0z -2y +2=0} et G = {(z,y,2) e R 20 —y +22=0
1. Donnons une base de F', une base de G :
a) Base de F :

F

{(xy, ) € R?; x—2y+z:0}
{(z,y,2) €R®; z=2y—ua}
—{(xy,Qy—:E) / Jﬁ,yGR}
={z(1,0,—1)+y(0,1,1) / z,y € R}

Donc : By = {(1,0,—1);(0,1,1)} est famille génératrice de F et elle est libre donc :
By est une base de F', de plus : dim F' = 2

b) Base de G :
G:{(xy, z) € R3; 2x—y—|—2z=0}
={(z,y,2) €eR% y=2zx+ 2z}
={(z,2x +22,2) /| =,z € R}

={z(1,2,0) + 2(0,2,1) / z,z € R}

Donc : By = {(1,2,0);(0,2,1)} est famille génératrice de G et elle est libre donc :
By est une base de G, de plus : dim G = 2

2. Donnons une base de FNG :

rT—=2y+z2z=0 20 —4y+22=0 _ L
(:p,y,z)EFﬂG:{zx_ijzzzo {2x—y+22=0 =y=0 et z=—x
Done :

FNG={(z,y,2) eR?/y=0 et z=—z}

:{(1',0,—.1') / S R}
:{ZL'<1,0,—]_) / S R}
Donc : By = {(1,0,—1)} est une base de F NG, de plus : dim(F N G) =

F+G=R?
FNG =1
Comme F NG # Ogs, alors F' et G ne sont pas supplémentaires.

3. F et G sont supplémentaires si et seulement si : {

Corrigé exercice 5 Soit :
F={(zr -y, 20 +y+4z3y+2z2)/r,y,z € R}

1. Montrons que F est un sous espace vectoriel de R® : I est un s.e.v de R® si et seulement
St
F 7é @ <~ Ops € F
Vu,v € FYA,BER: AMu+ v eF

— Ops = (0,0,0) € F car : (0,0,0) = (0 —0,2(0) + 0+ 4(0), 3(0) 4+ 2(0)) donc F # 0
— Yu,v € F,V\, 8 € R montrons que : Au+ fv € F
Ona:uelF & 3(r,y z) R tel que : u= (v —y,2x+y+4z, 3y + 22)
de méme :v € F & (2,y,2') e R® tel que : v= (' —y, 22" +y +42, 3y +22)
Au+pv = (Ax—Ay, 2Ax+Ay+4Az, 3Ay+2X2)+ (82" — By, 202"+ By +457, 35y'+252)
= ((Az + B2') — (\y + BY'), 2(Ax + ') + (A\y + BY') + 4(Az + B2'), 3(\y + By') + 2(\z + B2'))
Dou : " =X+ B, ' = y+ 6y et 32" =Xz+ B2
ainsi : Au+ v = (2" —y", 22" +y" + 42", 3y" +22") € F
En déduit que F est un s.e.v de R>.



2. Déterminons une base de I :

F={(r—y,2r+y+4z3y+2z2)/x,y,2 € R}
={(x,22,0) + (—y,y,3y) + (0,42,22) / =z,y,z € R}
— {e(1,2,0) + y(~1,1,3) + 2(0,4,2) | 2,7 € B}

D’ou : F est engendré par la famille B = {v; = (1,2,0),vo = (—1,1,3),v3 = (0,4,2)}.
Montrons que B est libre : B est une famille libre si et seulement si :
V)\l,)\g,)\g, eR: )\11)1 + AQ'UQ +)\3U3 = ORB - )\1 = )\2 = /\3 =0

/\1—/\2:0
On a: M(1,2,0) + Aa(—1,1,3) + A3(0,4,2) = (0,0,0) = ¢ 2X\ + Ao+ 4X3 =0
3 +2A3 =0
A=A
= 3)\2+4)\3:0 :>2)\3:0:>)\3:O:>)\1:)\2:0
3y = —2)3

Donc : B est libre .
En déduit que :B est une base de F', de plus : dim F' = 3

3. F=TR? car : dim F = 3 = dim R?.

Corrigé exercice 6 Soient P3| X]| l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
G 2 a coefficients dans R
P(X)=1,P(X)=X —1,P(X) = X% Py(X) = X(X — 1) des éléments de Py[X]
1. Montrons que B = {P(X), Po(X), P3(X)} est une base de P3| X] :

Comme card(B) = 3 = dim Py[X], alors il suffit de montrer que B est libre pour que B

soit une base de Py X|

V)\l,)\g,)\geRl)\1P1+>\2P2+)\3P3:O:>>\1:)\2:)\320

MPL+ P+ 3P =0< /\1+)\2(X—1)+)\3 (XQ) =0= ()\1—)\2)+)\2X+)\3X2 =0

)\1—)\2:0
= )\2:0 :/\1:)\2:)\3:0
)\3:0

D’ou : B est libre et alors B est une base de Py[X].
2. déterminons les coordonnées du vecteur Py(X) dans cette base :
Py(X) = P3(X) —2P(X) — 2P, (X)

Alors les coordonnées du Py(X) dans B sont : —2,—2, 1.



