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Series of Exercises 02
Linear Mappings

exercice 1 Determine whether the following functions f; are linear :

fi:R¥—R fo:R? — R?

(2,9,2) — fi(z,y,2) =2 +2y + 2 (@,y) — folz,y) = Qz +y,z—y)
f3:R3 — R3 fi:R? — R3

(x,y,2) — f3(z,y,2) = (x+y,y+ 2,2 — 2) (x,y) — fa(z,y) = (xy,z,y)

exercice 2 For the following linear mappings, determine ker f; and Imf;. From this, deduce
whether f; is injective, surjective, or bijective.

— 1R — R fi(zy) = (z+y.2—y)

— fo:R? — R3, folz,y) = (r+y,z — 2y,3x + y)

— f3:R3® — R2, fs(z,y,z) = 2z + 3y, y + 22)

— f4:R3 — R3, filx,y,2) = e +y+2z,y—z,0+Yy)
exercice 3 Let f be function defined from R? to R3 by :

[y 2)=Qe+yy—z2—y)

1. Show that f is a linear map.

2. Find ker f and Imf, and determine their dimensions. Is f bijective ?

3. Determine f o f
exercice 4 let E = Ry[X] be the vector space of real-coefficient polynomials of degree less than
or equal to 4 and the function f: E — E defined by : f(P) =P — P’

1. Show that f is a linear map.

2. Is the function f injective ¢ Surjective ¢

exercice 5 We denote B = {ey, ey, e3} The canonical basis of R® and f the endomorphism in

R? defined by :
fle1) = —2e; + 2e3, fle2) = 3es, fes3) = —der + des
Let u = (x,y,2) € R%. Calculate f(u)
Determine a basis of ker f.
Is f injective ¢ can it be surjective ¢ For what ?

Determine a basis of Imf. Deduce the rank of f.
5. Show that R® = ker f & Imf

exercice 6 Let f be function defined from R? to R* by :

oL v~

f(l',y,Z):($+Z,y—$,2+y,ﬂf+y+22)

1. Calculate images by f of canonical basis vectors (eq, s, e3) of R® . Deduce a basis of Imf
and the rank of f.

2. Determine a basis of ker f.

3. Is the function f injective ? surjective ¢
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Exercice 1 Déterminer si les applications f; suivantes sont linéaires :

f11R3—)R f2 R? — R?

(x,y,2) — filz,y,2) = +2y+ = (x,y) — fo(z,y) = 2z +y,z —y)
f3: R — R3 fi:R2 —R3

(x,y,2) — f3(z,y,2) = (x+y,y+ 2,2 — 2) (x,y) — falz,y) = (xy,z,y)

Exercice 2 Pour les applications linéaires suivantes, déterminer ker f; et Imf;. En déduire si
fi est injective, surjective, bijective.

— fi R — R2?, filz,y) = (z+y,x —y)

— fo R — R3, falz,y) = (x +y,x — 2y,3z +y)

— f3:R?® — R2, fs(z,y,z) = (2 + 3y, y + 22)

— f1:R3 — R3, filx,y,2) = e +y+2z,y—z,0+Yy)
Exercice 3 Soit l’application f définie de R® dans R® par :

f(f,E,y,Z) = (2$—|—y,y —%T _y)
1. Monter que f est une application linéaire.

2. Déterminer ker f et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle bijectives ?
3. Déterminer fo f

Exercice 4 Soit E = Ry[X]| lespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré infé-
rieur ou égal o 4 et lapplication f : E — E définie par : f(P) =P — P’

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. L’application f est-elle injective ? surjective ¢
Exercice 5 On note B = {ey,es,e3} la base canonique de R® et f l’endomorphisme de R?
défini par :

fle1) = —2e; + 2e3, f(e2) = 3ez, f(es) = —der + deg

1. Soit u = (z,y,2) € R®. Calculer f(u)

2. Déterminer une base de ker f.

3. f est-il injectif ¢ peut-il étre surjectif ¢ Pourquoi ?

4. Déterminer une base de Imf. Déduire le rang de f.

5. Montrer que R® = ker f @ Imf

Exercice 6 Soit l’application linéaire f définie de R® dans R* par :
f(ill',y,Z) = ($+Za3/—$a2+y735+3/+22)

1. Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique (eq, ez, e3) de R® . En déduire
une base de Imf et le rang de f.
2. Déterminer une base de ker f.

3. L’application f est-elle injective ?surjective ?
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Corrigé Série 2
Corrigé exercice 1 Déterminons si les applications f; suivantes sont linéaires :
f: E — F est une application linéaire ssi : Yu,v € E, VA, B € R: f(Au+pv) = Af(u)+5f(v)

1. fi:R® — R, fi(z,y, 2) = x+ 2y + 2 firapplication linéaire : Yu,v € R} VA, B € R :
filAu+ Bv) = Afi(u) + Bf1(v)
wueR s u=(r,y,2) = filu) = f(z,y, 2 —x—|—2y—|—z
veERP s v=(2,y,7)= filv) = f(2',y, 7)) =2 + 2y + 2
on a: A+ Pv=Nz,y,z)+ B, y,2) = (Ax+ B2, Ay + By, Az + 52')
alors :

fildu+ Bv) = filde + B2, Ay + By, Az + B2) = Az + B2') + 2(A\y + BY') + (A2 + B7)
=Nz +2y+2)+ (2" +2¢y + 2)
= Mi(u) + Bfi(v)

donc : f1 est une A.L
2. f2 R2—>R2 fQ(xay):(2x+yvx_y)
fo application lméaire SYu,v € REVA B ER: fo(Au+ Bv) = Aa(u) + Bf2(v)
u€ER’ S u=(1,y) = f2(u) = fo(r,y) = 2x +y,2—y)
vER? v = () = fo(v) = Ll y) = 20" +y 2" — )

fo(hu+ Bo) = fo(Az,y) + B(2',y)) = fo(Az + B2', Xy + BY)
= (2\z + 282" + My + By, Ax + B’ — \y — BY)
= (2Xz + Ay, Az — \y) + (282" + By, B’ — By)
= A2z +y,x—y)+ B2+, 2" — )
= Afa(u) + Bf2(v)

donc : fy est une A.L

3. f3:R3—>R37 f3(:c,y,z):(x+y,y+z,:c—z)
fs AL: Yu,veR3VN, B eER: fz(Au+ Bv) = Afz(u) + Bf3(v)

fs(u+ Bv) = fs(\(x,y,2) + B2y, 2") = fs(\x + Ba', Ay + By, Az + B2')
= Az + B2 + Xy + By, Ay + BY + Az + 82, \e + B2’ — Az — 7))
= (Ar+ Ay, \y + Az, Az — \2) + (B2 + By, By + B2, pa’ — B2)
=Nr+y,y+z,x—2)+8E +y,y+2 2 -2
= Af3(u) + Bf3(v)

donc : f3 est une A.L
4' f4:R2—>R37 f4(x,y)=(l‘y,x,y)

Si on prend u=(1,1) et v(2,2) ona:

f4(u ‘|‘U) = f4(373) = (973’3>

d’autre part :

Ja(u) + fa(v) = (L, 1,1) +

done :fy(u+v) # ( )+

= f1 n'est pas une A.L

(4,2,2) = (5,3,3)
fv)

Corrigé exercice 2 déterminons ker f; et Imf; :



1. flzR2—>R27 fl(x,y):($+y,$_y)
1.a) Calculons le noyau

kerflz{(x,y)€R2 / fl(J;?y):(O?O)}
= {(z,y) eR?* | (z+y,x—y)=(0,0)}

r+y=0
r—y=0

3

= ($7y) = (070)

donce : ker fy = {(0,0)} = fi1 est injective.
1.b) Calculons l'image :

Imfi = {fi(z,y) / (z,y) € R*}
={(@+y,z—y) / (z,y) eR*}
= {(z,2)+ (y,—y) / (x,y) € R?}
= {z(1,1) +y(1,-1) / (z,y) €R?*}
Imf; =wvect{vy; = (1,1),v9 = (1, —-1)}

Ainsi Imfi est un s.e.v de R? engendré par {vy,va} qui sont libre, alors {vi,ve} est
une base de I'm f;

donc : dim(Imfy) = 2 et on déduit : dim(Imf;) = 2 = dimR>
c-a-d : Imfi = R? = f, est surjective = f, est bijective.
2. f2:R2—>R37 f2(xay):($+yax—2?/73$+y)
2.a) Calculons le noyau :

keer = {(3773/> / f2(x>y> = (07070)}
y) /

={(z,y) / (z+y,2—2y.3z+y)=(0,0,0)}
rTt+y= y=—x

S rx—2y=0 =< z=0 = (z,y) =(0,0)
3r +y = y=0

ker fo = {(0,0)} = fa est injective.
2.b) Calculons l’image :

Imfy={f(x,y) / (z,y) € R?*}
={(z+y,z—2y3z+y) / (z,y) eR?}
={(z,2,32) + (y, —2y,y) / (z,y) € R?}
={z(1,1,3) +y(1,-2,1) / (z,y) € R*}

Imfs = Vect{vi(1,1,3),v9 = (1,-2,1)}

Ainsi Imfy est un s.e.v de R engendré par {vi,v2} qui sont libre,alors {vy,vo} est
une base de I'm fo

on déduit que dim(Imfy) = 2 # dim(R?) donc : R? # Imfy = fo n'est pas surjective.
donc : fy n'est bijective.

3. fs :RP—R% fi(w,y,2) = 22+ 3y, y + 22)
3.a) calculons le noyau :

ker f3 = {(z,y,2) €R® | fs(z,y,2) =(0,0)}
{(z,y,2) eR® | (2z+3y,y+22) =(0,0)}



20 +3y =0 N 20 = =3y = 62 N r =3z
y+22=0 y=—2z y=—2z

ker f3 = {(32,—-22,2) / z € R}
={z(3,-2,1) / zeR}
=Vect{(3,-2,1)}

Ainsi ker f3 est un s.e.v de R engendré par {(3,—-2,1)}
donc : f3 n’est pas injective
3.b) Calculons l’image :

Imfs = {fg(x,y,z) / (z,y,2) € R3}
= {2z +3y,y+22) / (z,9,2) e R’}
={(22,0) + (3y,y)(0,22) / (z,y,2) € R’}
= {x(2, 0)+y(3,1)+2(0,2) / (z,y,2) € R3}
Imfs =Vect{v; = (2,0),v2(3,1),v3 = (0,2)}
Ainsi :Imfs est un s.e.v de R* engendré par {vi, vy, vs} mais la famille {vy, vy, v3}
est liée car :

2/\1+3>\2:0:>>\2:_T2/\1

V)\l,/\g,)\g cR: )\11)1 +)\2U2 +)\31)3 = (0,0) = { )\2+2/\3 — 0= )\2 _ _2)\3

Donc : A\ # X # A3 £ 0.
Dans ce cas,en élimine un vecteur de la famille {v,,vs,v3}
alors : {v1,va} sont libre donc :
la famille {vi,vo} est une base de I'm f3
= dimImfs = 2 = dimR? = f5 est surjective
= f3 n’est pas bijective .

4. f1:R3 — R3, falr,y,2) = e +y+ 2,y — 2z, 2+ y)

4.a) calculons le noyau

ker f, = {(x:ya z) € R’ / flx,y,2) = (07070)}
={(z,y,2) €R® /| e+y+2zy—=zz+y)=(0,00)}

y==z

. = (z,y,2) = (—2,2,2)

=< y—2z2=0

2r+y+2=0
-
r+y=0

ker fy ={(—z2,2,2) / z€R}
={z(-1,1,1) / z€eR}
=Vect{(-1,1,1)}
done : ker fy # {(0,0,0)} = f4 n'est pas injective.
4.b) calculons l’image
Imfy={fa(z.y.2) /| (z,y,2) e R’}
= {(2x+y+z,y—z,x+y) / (x,y,2) €R3}
= {(Qx, 0,z)+ (y,y,y) + (2,—2,0) / (z,y,2) € RS}
= {x(2,0,1) +y(1,1,1) + 2(1,-1,0) / (z,y,2) € R*}
= Vect{v; = (2,0,1),v5 = (1,1,1);v3 = (1,—1,0)}



Imfy est un s.e.v de R® engendré par : {vy, v, v3} mais la famille {vy,vq,v3} est lide
car : vz = v; — Us.

Dans ce cas, on élimine un vecteur de la famille {v,,vs,v3}

on trouve {vy, vo} est libre donc : {vy, v} est base de Imfy = dimImfy = 2 # dimR3
donc : R® # Imfy, = f, nest pas surjective.

ce qui implique : fy n’est pas bijective.

Corrigé exercice 3 Soit l'application f définie de R3 dans R? par :

f(x,y,Z)Z(QIB—i-y,y—z,m—y)

1. f est une application linéaire :
Yu(z,y,2),v(2’,y,2") € R VA, B € R f(hu+ fv) = Af(u) + Bf(v)

fu+pv) = f(Mz,y,2) + B2,y &) = f(Az + Ba’, Ay + By, Az + B2)
= (2 \x + 262" + My + By, Ny + By — Az — B2, Ax + 2’ — Ay — BY)
= (2Xz + Ay, \y — Az, Az — \y) + (282" + By, By’ — B2, B’ — BY)
=AN2x+vy,y—z,x—y)+r+y,y -2 2 —v)
= Af(u) +Bf(v)

donc [ est une A L.
2. Déterminons ker f et Imf :

kerf:{(yc,y,z)EIR3 / f(x,y,z):(0,0,())}
={(z,y,2) €R® | (2w +y,y—z2—y)=(0,0,0)}

donc :
20 +y =10 3y=0=y=0
y—z=0 =< y==z r=y=2=0
r—y=20 T =1

ker f = {(0,0,0)} = Ogs = [ est injective et dim(ker f) =0

Imf ={f(x,y,2) /| (v,y,2) € R’}
={@I+%y—4x—y)/(xy,)€Rﬂ
={(22,0,2) + (y,y, —y) + (0,—2,0) / (z,y,2) € R*}
={2(2,0,1) +y(1,1,-1) + mpiﬂ)/(L%@ERﬂ

Imf =Vect{v, =(2,0,1),v3 = (1,1,—1),v3 = (0,—1,0)}

Ainst Imf est s.e.v de R® engendré par : B = {vy,v2,v3}.
B est une famille libre donc B est une base de Imf

en déduit que dim(Imf) = card(B) = 3

donc dim(Imf) = dim(R?*) =3 = Imf = R3

alors : f est surjective. ce qui implique : f est bijective .

3. Déterminons fo f

(fof)z,y,2) = f(f(z,y,2) = fRr +y,y — 2z, —y)
=Q22r+y)+Wy—2),y—2) —(x—-y),2r+y) - (y—2))
=4x+3y—z,—x—2,2x+2)



Corrigé exercice 4 Soit £ = Ry[X]| Uespace vectoriel des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal & 4 et Uapplication f : E — E définie par : f(P) =P — P’
1. Montrons que f est une application linéaire : YP,QQ € E;V\, 5 € R : f(AP + Q) =
A(P)+ Bf(Q)

FOP+BQ)= (AP +BQ) — (AP +BQ) = AP+ BQ — \P' — BQ’
= AP — AP' + fQ — Q' = AP - P') + p(Q — Q')
= AM(P)+Bf(Q)

donc : f est une A.L

2. L’application f est-elle injective ? surjective ?

ker f={PeFE | f(P)=0}
—{PeE /| P-P =0}
={PeFE | P=P =0}={0}

donc ker f est égal le polynome nul.
donc f est injective . Puisque [’ensemble de départ est égale a 'ensemble d’arrivé avec

une dimension finie donc f injective = f est surjective .

Corrigé exercice 5 soit B = {ey, s, e3} la base canonique de R3 et f l'endomorphisme de R?
défini par :f(e1) = —2e1 +2e3, f(ea) = 3e2, flez) = —der +4ey
1. Caleulons f(u) :

uw € R = u=\ep + \es + Ases
f(u) = flu=Xeyp + Aea + Azez) = A f(er) + Aaf(ea) + Asf(es)
= A1 (=2,0,2) + Aa(0,3,0) + Ag(—4,0, 4)
— (—21 — 4hg, 300, 20 + 4)g)

d’ou : f(u) = (—2x — 42,3y, 2z + 4z)

2. Déterminons une base de ker f :

kerf:{(x,y,z)GIR{?’ / f(m,y,z):(0,0,0)}
={(z,y,2) eR® / (—2x—4z,3y,2x+4z) = (0,0,0)}

done :
—2xr—4z=0 _
3y =0 :{Z:_QZ
20 +42z=0 o

ker f = {(—22,0,z) / z € R}
={2(-2,0,1) / z€eR}
=Vect{v=(-2,0,1)}

done : ker f est engendré par : B = {v}.
On en déduit que B est libre ce qui tmplique B base de ker f.
3. f est-il injectif 7 peut-il étre surjectif ¢
Comme ker f # Ors = [ n’est pas injective.
De plus f est un endomorphisme de l'espace vectoriel de dimension finie R3, elle n'est
pas surjective,car on a : [ injective < f surjective < f bijective.

7



4. Déterminons une base de Imf :
D’apres le théoréeme du rang : dim(R?) = dim(ker f) + dim(Imf)
= dim(I/mf) = dim(R?) — dim(ker f) =3 —1=2
On a {f(e1), f(ea), f(es)} est famille génératrice de Imf. Il suffit d’extraire une famille
libre & deuz élément. On peut vérifie facilement que {f(e1), f(e2)} est une famille libre,
donc est une base de Imf et Rg(f) = 2.

5. Montrons que R3 =ker f @ Imf :
1l suffit de montrer que la réunion d’une base de ker fet d’une base de Imf est une base
de R3 c-a-d : montrer que {(—2,0,1),(—2,0,2),(0,3,0)} est une base de R>.

Remarque :Exo 6 devoir



