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FIGURE 2 Domain, codomain, and range of
T :R* - R™.
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FIGURE 2 Domain, codomain, and range of
T :R" > R™.
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Chapitre 4 : Principe de base de 'algébre lineaire

* Vecteurs et Espaces Vectoriels :
 Définition et opérations sur les vecteurs.
« Espaces vectoriels et sous-espaces.

* Matrices :

 Définition, types de matrices, opérations sur les matrices
(addition, multiplication, inversion).
« Matrices spéciales (matrices diagonales, orthogonales,
identites).
» Systemes d’eéquations linéaires :
« Résolution des systemes lineaires (méthode de Gauss-Jordan,
décomposition LU)

Dr. DENDANI Bilal



Exemple d'utilisation de I'algebre lineaire

* A system has input and output
SyStem (function, transformation, operator)

Speech Recognition System _,
L e () Howareyor

Dialogue System (e.g. Siri, Alexa)

“Howareyou” mlp S H “Iam fine”

Communication System

Dr. DENDANI Bilal https://eric-lam.com/



Exemple d’utilisation de l'algebre lineaire

Color image RGB channels

F(0, 0) = [11, 102, 35] Sk ktally 7

values

Grayscale image (32 x 16)

Channel 2
Green intensity -

F20,7)=0 values

Black pixel

F18,9) =190
Gray pixel

crame 1 o sl g
Red intensity '-- !
velues 146} a8 | 63| 1sm] . |

F12,13) = 255
White pixel

Image grayscale
Image en couleur

Dr DENDR . Images from Deep Learning for Vision Systems book



Vectors
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Les Vecteurs
-

v=|2

» C'est quoi un vecteur ? 3.

« Représentation d’'un vecteur comme une liste ordonnée de
nombres

« Composantes : les eléments d'un vecteur.
* La i-eme composante du vecteur v correspond a Vvi.
* Par exemple : v;=1, v,=2, V3=3
 Si un vecteur possede moins de guatre composantes, il est
possible de le visualiser.




Ensemble de vecteur

\

-

|3

AL

"
5

6.

8

6

9

-

0

2

Ensemble de vecteurs
de 4 élements

* Un ensemble vectoriel peut contenir un nombre Infini

d'éléments




Opérations sur les vecteurs

* L'ensemble des nombres reels R est souvent représenté par
une droite. C’est un espace de dimension 1.

 Le plan est formé des couples (jg) de nombres réels. Il est

noté R“ . C’est un espace a deux dimensions.
* | 'espace de dimension 3 est constitué des triplets de nombres

x1
réels (xz) Il est noté R°
x3

Dr. DENDANI Bilal



Opérations sur les vecteurs

x1
* Le symbole <x2> a deux interpretations geomeétriques : soit

X3
comme un point de I'espace (figure de gauche), soit comme un

vecteur (figure de droite) .
x1
(=)
x3

A
x1
X2
x3

A

Dr. DENDANI Bilal



Opérations sur les vecteurs : Définition

On geéneéralise ces notions en considérant des espaces de dimension n pour tout entier
positifn=1, 2, 3, 4, .. +1

X2
Les elements de I'espace de dimension n sont les n-uples | .. |de nombres réels.

Xn x1
x2

L'espace de dimension n est noté R n . Comme en dimensions 2 et 3, le n-uple

dénote aussi bien un point qu’un vecteur de I'espace de dimension n. g

ul vl
uz2 v2
Solentu=| .. et. v=| .. |deux vecteurs de R"

un n

Dr. DENDANI Bilal



Opérations sur les vecteurs : somme, produit, oppose..

ul + vl
u2 + v2
« Somme de deux vecteurs. Leur somme est par définition le vecteur u+v =
un + vn
Aul
Au?2
« Produit d’'un vecteur par un scalaire. Soit A € R (appelé un scalaire) : A - u =
0 Aun
0
* Le vecteur nul de R™ est |le vecteur 0 =
ul O —ul
uz2 —U2
* L'opposé du vecteuru =| .. | est le vecteur

un —un
Dr. DENDAN Bilal



The objects have the

Les properietes de Vecteur following 8 properties

are “vectors”.

Pour tout vecteur u, v et w dans R", and any scalars aand b

1.

N CE RS

® ~N O O

u+v=v+u. Commutativite

(u+v)+w=u+(v+w) . .Associativite de I'addition

Il y a un element(vecteur) 0 dans R" qui verifie 0 + u = u
Ily a un element u”’dans R" such thatu +u =0

=-u

lu = u . multiplication par scalaire unité 1 N
(ab)u = a(bu) . associativité 0
B e Vecteurzero 0 =|:
a(u+v) = au + av distribitivité 0

(a+b)u = au + bu. distribitivité



Espace vectorielle

* On note I'ensemble de tous les vecteurs a n entrées par

https://eric-lam.com/



Espaces vectoriels et sous-espaces

« Un espace vectoriel est un ensemble de vecteurs ou deux
operations sont définies : I'addition de vecteurs et la
multiplication par un scalaire (nombre réel ou complexe),
respectant les huit axiomes de l'algebre linéaire (comme
I'associativité, la commutativité, |'existence d'un vecteur nul,
etc.). Essentiellement, c'est un ensemble de vecteurs ou ces
operations de base sont possibles.

 Exemples :
« R" . L'ensemble des n-uplets de nombres réels.

Dr. DENDANI Bilal



Sous espace vectorielle

* Un sous-espace vectoriel est un sous-ensemble d'un espace
vectoriel qui est lui-méme un espace vectoriel.

* Pour étre un sous-espace, il doit étre fermé sous l'addition de
vecteurs et la multiplication par un scalaire, et contenir le
vecteur nul.

« Exemples :

* Sous-ensemble de {R}*3 : Tous les vecteurs de la forme
(x,0,0)(x, 0, 0), qui forment une ligne passant par l'origine.

Dr. DENDANI Bilal



Exemple de sous espace vectorielle

Considérons |'espace vectoriel E* (I'ensemble de tous les vecteurs & 3 dimensions).
Un exemple de sous-espace vectoriel est I'ensemble des vecteurs § C R? qui vérifient cette

équation :
z=0, ouv=(xuy,z)

Vérifions que S est un sous-espace :

1. Addition : Si deux vecteurs u = (21, y1,0) et v = (22, y2, 0) appartiennent &4 S, leur

somme est :
u+v=_(z + z,y1 + ¥y2,0)

Cela appartient aussi & S car le composant z reste ().

2. Multiplication scalaire : Siu = (z, y, 0) est dans 5 et a est un scalaire, alors :
au= (a-z,a-y,a-0)= (az,ay,0)

Cela appartient aussi a S.

3. Vecteur nul : Le vecteur 0 = (0, 0, 0) appartient clairement & S.

Done, S est un sous-espace vectoriel de B°.

16



# Installation de la bibliotheque numpy
Ipip install numpy

import numpy as np
print(np.__version__)




Création de deux vecteurs

[2]:

A = np.array([1, 2, 3])
B = np.array([5, 6, 7])

Addition de deux vecteurs

[3]:

C - AB

print(f"Addition : {C}")
D- A-B
print(f"Soustraction {D}")




Produit scalaire

[12]:
np.dot(A, B)

[12]:
70

[21]:
np.dot(3, A)

[21]:

array([3, 6, 9])




Produit vectorielle

C=A*B=(a2b3-a3b2,a3b1-a1b3,a1b2-a2b1)

[20]:

C - np.cross(A,B)

print("Vecteur A :", A)
print("Vecteur B :", B)
print("Produit vectoriel A x B :", C)

Vecteur A : [1 2 3]
Vecteur B : [5 6 7]
Produit vectoriel A x B : [-4 8 -4]
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Pourguol les matrices sont importantes ?

Bl riooen

Ni

Manipuler de grandes guantités de
données en science de données, et
passage de données dans les
réseaux de neurones

Dr. DENDAN!I Bilal

What compulers see

S > &0 L4 ™ 0

Traitement de I'image (CV)

From the book Deep Learning for Vision Systems



Matrices — Définition et Types

Définition des matrices :
« Tableau rectangulaire de nombres organiseé en lignes et colonnes.
« Exemple : Une image (grayscale) est une matrice de pixels.

* Types de matrices

« Exemple d’'une matrice 3x3 (3 lignes et 3 colonnes) :

Dr. DENDANI Bilal



Matrice A=

- 2

3
3 1
—2 1

c -

—1

1.

1] 1 2 3]
2 1X3
_3_3)( 1

* Si une matrice a m lignes et n colonnes, on dit que la taille de la
matrice est m par n, notée mxn .

* On utilise M,,, pour désigner I'ensemble de toutes les matrices

dont la taille est mxn.

3 colonnes

: 1 2 3
2I|gnes[4 . 6] EM,,,

2 X3

2 colonnes
1 4
3lignes|2 5| eM,,,
3 6
3X?2




| es matrices

* Indice de composante : Le scalaire situé a la ie ligne et a la j¢
colonne est appelé I'element (i, j) de la matrice.

(1,2)-entry

A11 A1t Q|
2 3 | 5 g = Az1 QA2 = Qn
A=[3 1 -1 ’ e
21 1 1 A9m1 Am2 ° Amn.
1)- 2 — [a{ a .. a
(3,1)-entre (3,3)-entré A=t 2 d

vecteur



Matrice : proprietes

« Deux matrices de méme taille peuvent étre additionnées ou
soustraites.

« Une matrice peut étre multipliée par un scalaire.

1 4 6 9 54 81]
A=1|2 5 B=1|8 0 9B =72 0
3 6. 9 2 81 18.
7 13 —5 =5
A+B =10 5 A—B=|-6 5
12 8. —6 4




Properties des matrices

A, B, C sont des matrices de dimensions mxn , s ett sont des
scalaires

cA+B=B+A
c(A+B)+C=A+(B+C)
* (st)A = s(tA)
*s(A+B)=sA+sB

e (s+tH)A=sA + tA



Types de matrices: matrice carée et triangulaire

« Une matrice est dite carree si le nombre de lignes est egal au
nombre de colonnes (n x n).

n
diagonal
(2 3 57 2 0 0]
0O 1 -1 3 1 0
0 0 1. -2 1 1.

Matrice traiangulaire supérieur  Matrice traiangulaire inférieur

Dr. DENDAN!I Bilal



Est ce que la matrice I5 est une

: matrice diagonal? YES
Types de matrice La matrice O34 estelle  YES
diagonal?

« Matrice diagonal
Tous les éléments non

diagonaux sont égaux a "0".

S O Mo
O K O
ro © O

 Matrix identité

1 0 O _ ) S
[ = Est une matrice carrée particuliere
3=10 1 0 qui joue un role semblable a celui
0 0O 11 dunombrel

« Matrix nulle (zero)

designé par O ou O,;,«n

02)(3



Transpose

* Si A est une matrice mxn, A" (transposée de A) est une matrice
nxm dont I'entrée (i,)) est I'entree (j-1) de A.

(1,2)
' . Transposeée
6 9
B r_[6 8 91
e g (2’ 4 =19 o 2
] ) (2,1) (2,3

(3,2)



Transpose : proprietés

A et B sont deux matrices de mxn, et s est un scalaire
« (AT = A
e (sA)T =sAT

- (A _I_B)T — AT + BT } This is a linear system ©

Matrix Symétrique AT = A4



Matrice Orthogonale

« Une matrice carrée A est dite orthogonale si elle satisfait la propriété
suivante : AT A=1, ou AT est la transposée de A et,

* | est la matrice identité. Cela signifie que les lignes (ou colonnes) de A
forment un ensemble de vecteurs orthonormes.

Considérons la matrice suivante :

Effectuons les calculs :

Calculons la Transposée de A

Cela simplifie a :

Dr. DENDANI Bilal



Opérations sur les matrices

 Les principales opérations sur les matrices sont essentielles en
algebre linéaire et

 servent de base a de nombreux domaines tels que :
 |a résolution de systemes d'équations linéaires,
* le calcul numeérique, et
 |'apprentissage automatique.

Dr. DENDANI Bilal



1. Addition de matrices

* Deux matrices de méme dimension peuvent étre additionnées
en additionnant les élements correspondants.

Exemple : _ :
SIA= 14 etB:2 4 ,alors :
2 5 5 7
3 6. 1 9.
ALB = 1+2 444 : 3 8]
2+5 547 7 12
3+1 6+ 9. 4 15|

Dr. DENDANI Bilal



2. Soustraction de matrices

« Comme pour l'addition, deux matrices de méme dimension
peuvent étre soustraites en soustrayant les éléements
correspondants.

Exemple :
3 5° 2 4]
SIA= |5 9| etB=|5 7 , alors
3 11 1 9.
3—-2 5—-4 1 1
A-B = 5—5 9-7 = 0 2
3—1 11-9 2 2

Dr. DENDANI Bilal



3. Multiplication par un scalaire

« Une matrice peut étre multipliée par un scalaire en multipliant
tous ses elements par ce nombre.

« Exemple :
3 .-
A=|5 9 et le scalaire k =2, alors :
3 11

3 5] 6 10]
KA=2*A= |5 9 10 18
3 114 L6 22

Dr. DENDANI Bilal



4. Multiplication de 2 matrices

« Deux matrices A et B peuvent étre multipliées si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

1 3 5 6
o A = B =
I

" _'1*3+1*2 1*x54+1%x4 1x64+1%x7] [5 9 13
"AB=[0x34+2%2 0x5+2+4 0+6+2x+7|=|4 8 14
2%x34+2%2 2x542x4 2x64+2x+x71 110 18 26.

Dr. DENDANI Bilal



5. Transposition

 La transposition d'une matrice A consiste a échanger ses
lignes et ses colonnes.

N

iﬂ
|
N U1 W
W N

Dr. DENDANI Bilal



6. Calcul du déterminant (pour les matrices carrées)

Le déterminant est un scalaire associé a une matrice carrée. Il est utile pour vérifier si une matrice
est inversible.

Exemple : Pour A = [; 2] , le déterminant est donné par :

det(A) =(1-4)—(2-3)=4—6=—2




Matrice inversée

7. Inversion de matrice (matrice inversible uniquement)

La matrice inverse A~! d'une matrice A carrée satisfait A - A~! = I, ol I est la matrice identité.

Elle existe uniquement si le déterminant de A est différent de 0.

Exemple : Pour A = [;

AT = detl{A} [—43 _12] = [:13 _12] ) [1_2 _;‘5}

] . l'inverse est donnée par :

Dr. DENDANI Bilal Chat GPT, 2024



Quelques exemples pratiques sur la manipulation
de matrices en utilisant la bibliotheque numpy

* Bibliotheque numpy

Importation de bibliotheque necessaires

[2]:
Ipip install numpy

Requirement already satisfied: numpy in /opt/miniconda3/lib/python3.12/site-packages (1.26.4)

[20]: numpy np
(np. )

1.26.4

Dr. DENDAN!I Bilal



1. Addition et Soustraction de Matrices

import numpy as np

# Définir les matrices A et B
A = np.array{[[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])
B = np.array{([[9, 8, 71, [6, 5, 4], [3, 2, 111}

# Addition de matrices
C:A.-i-B
print("Addition de A et B:\n", C)

# Soustraction de matrices
D-A B
print("Soustraction de A et B:\n", D)

Addition de A et B:
[[10 10 10]
[10 10 10]
[1@ 10 10]]
Soustraction de A et B:
[[-8 -6 -4]
[-2 8 2]
[4 6 8]]




2. Multiplication par un Scalaire

# Définir la matrice A
A = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]])

# Scalaire
k =2

# Multiplication par un scalaire
B~k A
print("Multiplication de A par le scalaire 2:\n", B)

Multiplication de A par le scalaire 2:
[[ 2 4 8]
[ 8 10 12]
[14 16 18]]

3. Multiplication de 2 matrices

# Définir les matrices A et B
A = np.array([[1, 2], [3, 4], [5, 6]1)
B = np.array([[7, 8, 9], [1e, 11, 12]])

# Multiplication de matrices
C = np.dot(A, B)
print("Multiplication de A et B:\n", C}




4. Transposition de Matrices

: | # Définir la matrice A

A = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]])
print("La matrice A:\n", A)

# Transposition

A_T = np.transpose(A)
print{"Transposée de A:\n", A_T)

La matrice A:
[[12 3]
[4 5 6]]
Transposée de A:
[[1 4]
[2 5]
[3 611

5. Déterminant d'une Matrice

: | # Définir la matrice A

A = np.array([[1, 2], [3, 4]])

# Calcul du déterminant

det_A = np.linalg.det(A)
print("Déterminant de A:", det_A)

Déterminant de A: -2.0000000000000004




B+ XTO 8 » m C » Code v JupyterLab [ & Python 3 (ipykernel)
6. Inversion d'une Matrice

# Définir la matrice A
A = np.array([[1, 2], [3, 4]]1)
print("La mtarice A:\n", A)

# Calcul de l'inverse
A_inv = np.linalg.inv{A)
print("Inverse de A:\n", A_inv)

La mtarice A:
[[1 2]
[3 4]1]
Inverse de A:
[[-2. 1. 1]
[ 1.5 -0.5]]

7. Décomposition LU

from scipy.linalg import lu

# Définir la matrice A
A = np.array([[4, 3], [6, 31])
print("Matrice A : ", A)

# Décomposition LU

P, L, U~ lu(A)
print("Matrice L:\n", L)
print("Matrice U:\n", U)
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