Chapitre 2

Processus stochastiqgues discrets

2.1 Position du probleme

On s'intéresse dans ce chapitre aux outils de description des processus stochastiques discrets,
échantillonnés de facon uniforme dans le temps. Dans ce cadre, on considére une séquence :

u(n),u(n —1),...u(n — M) (2.1)

comme une réalisation particuliere 8ie+ 1 échantillons d’un processus aléatoire yo@eprésente

le temps discret. Bien sdr, en théorie, un processus stochastique n’est pas associé a une seule réa-
lisation mais a un nombre infini de réalisations sur lesquelles on peut faire des calculs statistiques,
pourvu que I'on connaisse la distribution de probabilité.

En pratique, on supposera fréguemment gque le processus est stationnaire, au moins au sens
large (a I'ordre 2). Les propriétés (et grandeurs) statistiques sont alors indépendantes de

On supposera aussi fréquemment que le processus est ergodique, ce qui permet d’approcher
les moyennes statistiques par des moyennes temporelles.

2.2 Matrices d’auto-corrélation

Soitu(n) le terme général (réel ou complexe) d’'une série temporelle stationnaire au second
ordre. On notex(n) le vecteur de tailleV/ x 1:

u(n) = (u(n),u(n —1),...u(n — M +1))¥ (2.2)

ou” représente la transposition.

2.2.1 Matrice d'auto-corrélation

Siles valeurs de la série$n) sont a valeurs complexes, on définit la matrice d’auto-corrélation
comme :

Run(0)  Run(l) ... Ruu(M —1)
Ruu = Blu(nu(n)] = | fel= el : 2.9
Rua(—M +1) R (0)



ol * représente I'opérateur de conjugaiséhyeprésente la transposée conjuguBg, (k) =
Elu(n)u*(n — k)]. Cette matrice possede la symétrie hermitienne, c’est-a-dire qu’elle vérifie :

Ru(0)  Ruu(l) ... Ruu(M 1)
Ry, =R, = | Fwl) Rul0) 5 (2.4)
Riu(M = 1) Run(0)

Pour montrer la propriété de symétrie hermitienne, il suffit de montreRgué:) = R? ,(—k) :

Ryu(k) = Elu(n)u”(n — k)]
= E[u"(n)u(n —k)|*
= Elu(n —k)u*(n)]
— R,(-k). (2.5)

Dans le cas de signaux réels, la matrice est défini®Rpar= F[u(n)u(n)?] qui posséde la
symétrie simple, c’est-a-diB,, = RL, :

Rou(0)  Rua(l) ... Run(M—1)
Ruw = Blu(mu(n)] = | fell) fed® : (26)
Ru(M —1) Ruu(0)

2.2.2 Propriétés de la matrice d’auto-corrélation

Propriété 2.2.1 La matrice d’'auto-corrélation d’'un processus stochastique discret stationnaire
est une matrice de Toeplitz, c’est-a-dire dont les diagonales sont constituées d’éléments identiques.

Propriété 2.2.2 La matrice d’'auto-corrélation est hermitienne.
Pour des signaux a valeurs complexes, on a donc les relations suivantes :

Ru = Ry,

Pour des signhaux a valeurs réelles, les relations précédentes deviennent simplement :

Ruu = Rz;u
Ruu(_k) = Ruu(k> (28)

Propriété 2.2.3 La matrice d’'auto-corrélation d’'un processus stochastique discret stationnaire
est toujours définie, non négative, et presque toujours définie positive.

En effet, soitx un vecteur quelconque de tailld x 1, on note :

y = xHu(n) = ul (n)x* (2.9)

et



y* = ull(n)x. (2.10)

Onaalors :

= xIRuux. (2.11)

PuisqueE||y|?] > 0, la forme hermitienn&” Ry,x > 0, c’est-a-dire qu'elle est définie non
négative.

De plus, si pourx # 0, la forme satisfaitc’’ R,,x > 0, alors la matriceR, est définie
positive. Cette condition est généralement remplie, & moins qu'’il n’y ait des dépendances linéaires
entre lesu(n),...,u(n — M +1).

Propriété 2.2.4 Si on ordonne les composantes du vecieur) de fagon inverse, c’est-a-dire si
onnoteu®”(n) = (u(n—M +1),...u(n—1)u(n))T, la matrice d’auto-corrélation de” vérifie

_ T
Rz, = RL,.

En effet, R 5,5 S’€crit par définition :

Roys = BByl = | ) Ful0) 5 (2.12)
Ruu(M — 1) R (0)

' A T
d'ou RuBuB = Ruu'

Dans le cas de signaux réels, compte tenu de la symétiRg,deon a simplemenR 5,5 =
Ruu

Propriété 2.2.5 Les matrices d’auto-corrélation da(n) de dimensions\/ et M + 1, notées
respectivemerR ), etR ;.1 (en omettant I'indiceru pour simplifier I'écriture) sont liées par la
relation :

Ry, (0) ¢ rff
Ryy1 = cer (2.13)
r R/
ou bien encore :
Ry @ B
Ryp=1 ...+ . (2.14)
BT 1 Ry, (0)

avecr = Elu(n)u*(n+1)], v = (Ruu(1) Ruu(2) . .. Ruu(M)) etrBT = (R (= M) Ry (— M +
1)... Ruu(—1)).



2.3 Modeles stochastiques

Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons a trois types de modéles de filtres :
— des filtres auto-régressifs (AR),

— des filtres & moyenne mobile (MA, pomnoving averagg

— des filtres ARMA.

2.3.1 Modeles auto-régressifs (AR)
Définitions

Un signal{u(n)} est la réalisation d’'un processus auto-régressif d’okdrsi u(n) s’écrit :

M
u(n) = Z wru(n — k) +v(n) (2.15)
k=1
ou leswy, k = 1,..., M sont les coefficients du modéle«t) est un bruit blanc.
On peut aussi écrire :
M
u(n) — Z wigu(n — k) =v(n) (2.16)
k=1

ou bien, en posanty = 1 etay = —wi, k=1,..., M :
M
Z aru(n — k) = v(n). (2.17)
k=0

Enfin, en utilisant I'opérateur de retatzd’, on peut écrire :

um) = YN wprun) +v(n)
o) = u(m)l - Yz (2.18)

soit en utilisant les notations, :

u(n)[l =Y wez™" = w(n)
Hi(um) = vn) (2:19)

avecH (z) = S0 apz".
Cette équation donne la relation entre un échantilior) etw(n). Pour les séquencés(n)}
et{u(n)}, en notant :

+o0 +o00
U(z) = Zu(n)zfn etV(z) = Zv(n)zf”, (2.20)
n=0 n=0
ona:
Ha(2)U(z) =V (z2). (2.21)

On peut interpréter ce résultat de deux facons :
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FIGURE 2.1 — Filtre auto-régressif (AR)
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FIGURE 2.2 — Filtre auto-régressif (AR) d’ordrk/

1. Etant donné le bruit blanfv(n)}, on peut générer le signal auto-régredsifn)} par la
relation :
U(z) = V(2)/Ha(z) = Ho(2)V (2) (2.22)

OuUH (z),inverse du filtre RIFH 4(z), est donc un filtre “générateur” a réponse impulsion-
nelle infinie (RIl ou IR en Anglais) ;

2. Etantdonné le processus auto-régregsifi) }, on peut utiliser le filtré 4 (z) pour produire
un bruitblanc{v(n)} : H4(z) estalors un filtre “analyseur” & réponse impulsionnelle infinie
(Rl ou IR en Anglais),

Un filtre AR peut étre représenté globalement par le schéma de la figure 2.1 ; plus précisément
pour un filtre AR d’ordre)M, on a la structure de la figure 2.2.

Zéros, poles et stabilité

Lefiltre H (z) = Z,i”zo arz~* est un filtre tout-zérog(l-zero filten, car il ne posséde que des
Zéros (exactement/ — 1), et il est complétement défini a partir de la position de ses zéros. Ce
filtre est implicitement stable, c’est-a-dire que la réponse a une entrée d'énergie finie est a énergie
finie.



Au contraire, le filtreHg(z) = 1/Ha(z) est un filtre tout-poledll-pole filter). Les pdles de
Hg(z) sont bien évidemment les zéros He (z). Ce filtre est stable si et seulement si tous les
pbles deH(z) sont situés a I'intérieur du cercle unité dans le pian

2.3.2 Modele MA

Le filtre générateur d’un signal MAu(n)} est un filtre tout-zéro attaqué par une bruit blanc.
Le signal a I'instant discret vaut alors :

K
u(n) =v(n)+bv(n—1)+ ...+ bgv(n — K) = Zbkv(n — k), (2.23)
k=0
oliv(n) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variantet ol lesh;, sont les coefficients du
filtre. On peut aussi écrire avec les mémes notations que précédemment :
U(z) = Hya(2)V(2). (2.24)

De facon inverse, on peut chercher a blanchir un signahNiA) selon la relation :

_ 1
Hyra

ou le filtre Hp(z) est un filtre tout-pdle.

V(z)

U(z) = Hp(2)U(2), (2.25)

2.3.3 Modele ARMA

C’estla combinaison des parties AR et MA, vues précédemment. Un processus AR
satisfait donc I'équation :

u(n) +au(n —1)+ ... +apyuin — M) =v(n) + biv(n—1)+ ... + bgv(n — K), (2.26)

ou lesa,, et lesby sont les coefficients des parties AR et MA, respectivement, et oliest un
bruit. En factorisant danson a :

Har(2)U(2) = Hua(2)V (2), (2.27)

dou:
U(z) _ Hyra(z)
V(z)  Hagr(z2)’

Dans le filtre ARMA, les zéros sont donnés g 4(z) et les pbles paf 4z (z).

(2.28)

2.3.4 Discussion

Le modéle AR présente un avantage calculatoire sur les modeles MA et ARMA dans la mesure
ou les coefficients AR sont solutions d’'un systéme linéaire d’équations appelé équations de Yule-
Walker. Au contraire, le calcul des coefficients MA et ARMA requiert la résolution d’équations
non linéaires. Cependant, le modéle ARMA est plus riche que le modéle AR et peut s’avérer
indispensable dans de nhombreuses situations.



2.4 Caractérisation d'un modeéle AR

Un modéle (ou un processus) AR est complétement caractérisé par :
— la variance du bruit blane(n) qui excite le filtre, notée2,
— les coefficients AR a1, as, . ..,aps (rappelons queg = 1).

On a alors I'équation :

M
u(n) (1 + Z ak.z*k) = ov(n) (2.29)
k=1
ou bien sous la forme développée :
u(n) +aju(n — 1)+ ...+ apyu(n — M) = v(n), (2.30)

oliv(n) est un bruit blanc de varianeg.

2.4.1 Equations de Yule-Walker

Multiplions I'équation précédente pafn — p), p > 0, et calculons I'espérance :

M
E[Z aru(n — k)u(n — p)} = Ev(n)u(n—p)l,p=1,..., M. (2.31)
k=0

On voit apparaitre les auto-corrélationseet les inter-corrélations entreet u. Puisque,
pourp > 0, u(n — p) ne dépend pas d€n), les intercorrélations sont nulles saufes- 0. On a
donc :

op p=0
Blotmutn -] ={ 7 220 (2.32)
En écrivant I'équation poys = 1, ..., M, on obtient le systéme d& équations :
M
> arElu(n —ku(n-p)]=0 p=1,2,....M (2.33)
k=0
En posantv, = —ayg, On peut mettre cette équation sous la forme :
M
ZwkE[u(n — k)u(n — p)] = Elu(n)u(n —p)] p=1,2,..., M. (2.34)
k=1
En posant maintenant :
Blu(n = ku(n = p)] = Ruu(p~ k) = R(p ~ k) (2.35)
Elu(n)u(n —p)] = Ruu(p) = R(p)
le systéme d’équations peut s’écrire :
R(0) R(1) ... R(M-1) wy R(1)
R(1 R(0 R(M —2 w R(2
Q (0) ( | ) 2| (_) (2.36)
R(M—-1) R(M-2) ... R(0) wr R(M)
gue I'on peut mettre sous la forme matricielle :
Rw=r, (2.37)

en posantv = (wy ... wy )7, etr = (R(1)... R(M))T. Cette équation porte le nom d’équation
de Yule-Walker.



2.4.2 Reésolution des équations de Yule-Walker (YW)
Calcul des coefficientsv,.  Sila matriceR est réguliére, on calcule simplement :
w=R"!r. (2.38)

On remarque que I'équation de YW requiert la connaissanc&(@¢, ..., R(M ), c’est-a-dire
de M + 1 termes d’auto-corrélation. L'équation (2.38) permet de calculerMesoefficients
wi, ..., wy. |l reste & calculer la varianeg’.

Calcul de la variance. Pourp = 0, en tenant compte de I'équation du modéle AR (2.30),
I'équation (2.31) devient :

M
E[Z agu(n — k)u(n)} = E[v(n)u(n)] = o2 (2.39)
k=0

En utilisant la propriété de linéarité de I'espérance, on arrive a :

M
> arElu(n — k)u(n)] = o7, (2.40)
k=0

soit, avec les notation8(k) = Efu(n — k)u(n)] :

M
arR(k) = o2. (2.41)
k=0

Cette(M + 1)-éme équation permet donc de calculer la variance, a parfid(dg ..., R(M) et
des coefficienta, . .., ajps. Le filtre AR est ainsi complétement spécifié.

2.5 Processus AR d'ordre 2
Soit le processus AR d’ordre 2 défini par :
u(n) + aju(n — 1) + agu(n — 2) = v(n), (2.42)
oliv(n) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variange

2.5.1 Stationnarité asymptotique
Ce calcul a été fait en cours de traitement numérigue du signal en 3i4.
Le processus AR est stationnaire asymptotiquement si les racines de I'équation caractéris-

tique :
l+az ' 4a272=0 (2.43)

sont situées a l'intérieur du cercle unité.



Résolvons I'équation polynomiale :
P taz +ay=0 (2.44)

Le discriminant vaut\ = a? — 4as, et I'on a les deux racines :

—ali\/a%—llag (2.45)
5 . .

Pl,? —
On doit donc vérifier :
lp1] < 1et|ps] < 1. (2.46)

SiA = a? — 4ay < 0, on a deux racines complexes conjuguées, telles que :

a? — (a2 — 4az)
4
donc la condition pour la stationarité asymptotiquesgst 1.

Si A = a? — 4ay > 0, on a deux racines réelles. & > 0, on alp;| < |p2|. La condition de
stationarité asymptotique est alors :

= az, (2.47)

p1]” = |p2]” =

—a1 —+/a7 —4a
lpo| < 1 & ‘ ! 5 L 211 (2.48)
La résolution de la derniére inégalité donne :
a1+ ;%74112 < 1
Va3 —das < 2—w (2.49)
a? —4ay < 4—4a;+a?
ap —1 < a2

Sia; < 0,0nap; > py etp; > 0. La condition de stationarité asymptotique;| < 1,
S'écrit :
—a1+ a%—4a2

: < 1
Vai—day < l+a (2.50)
a? — day < 4+4a;+a?
—a; —1 < as.

On peut résumer les trois conditions par le schéma de la figure 2.3. Dans cette figure, la limite
entre les régions correspondant aux racines réelles et complexes est la parabole d'éguation
4aq = 0, la région “complexe” étant située au-dessus.

2.5.2 Fonction d’auto-corrélation

Soit 'équation du modéle (2.42)u(n) + aju(n — 1) + agu(n — 2) = v(n). En multipliant
paru(n —m), m > 0 et en prenant I'espérance, on obtient :

R(m)+aiR(m — 1)+ asR(m —2) =0. (2.51)
Pourm = 0, on a simplement :

R(0) + a1 R(—1) + aaR(-2) = o2. (2.52)

v
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a21—4a2 =0
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Racines complexes¥

FIGURE 2.3 — Conditions de stationarité d’une filtre auto-régressif (AR) d’ozdre

Les équations de Yule-Walker s’écrivent :

R(0) R(1) w _( R(1)
( R(1) R(0) ) < w2 ) B ( R(2) ) (2:53)
aveCwg = —ag.
On en déduit la solution :
w B 1 R(0) —R(1) R(1)

< ws ) ~ R0 —R(1)? ( _R(1) R(0) ) ( R(2) > (2.54)

c'est-a-dire : o = AOGO-RE)
{ . 335%9(035(581)2) (2.55)

W2 = TROZ-ROZ

A partir des équations de YW, on peut aussi exprifér) et R(2) en fonction der; = —wy,
as = —ws etdeR(0) = o2 :

R(1) = —R(0)a; — R(1)a2
R(1) = —o2a; — R(1)as (2.56)
R()(1-a1) = —ajo?
dou : "
—al
1) = . 2.57
On peut maintenant calculét(2) de fagcon similaire :
R(2) = —R(1l)a; — R(0)asy
R(2) = -R(l)ar - oyay (2.58)
R(2)1—a1) = {ii-os —ago;
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dou:
2
_ ay 2
R(2) = (1 o a2>au. (2.59)

Enfin, on termine en calculant la variance du brtfit en prenant I'équation (2.52)R(0) +
a1R(—1) + as R(—2) = o2, obtenue poumn = 0.

R(0) + a1 R(=1) + asR(-2) = o2
o2+ a1 R(1) +asR(2) = o2 (2.60)
a? aia
oa(l— 4 + 42 —a3) = o
Aprés des calculs simples, on arrive a :
T\l —ap/ (14 a9)? - d? '

2.6 Sélection de 'ordre du modeéle

Dans les paragraphes précédents, I'ordre du modéle AR a été fikéed a M = 2 dans le
paragraphe 2.5). En général, I'ordre n’est pas connu et on pourrait étre tenté d’augmenter l'ordre
du filtre pour améliorer la précision. En réalité, il y a un compromis entre I'ordre du filtre (com-
plexité) et la qualité de I'estimation (variance du tersg.

Ce probleme a été beaucoup étudié au cours des 40 dernieres années. Dans ce paragraphe, on
présente simplement les principes des critéres AIC et BIC d’Akaike, dtidimum Description
Lengthde Rissanen.

2.6.1 Critére AIC

Soitu; = u(i),i = 1,..., N, les observations d’'un processus stationnaire discret, de densité
de probabilité (ddpy(u;). On modélise le processus par un modéle AR d’ordrde parametre
O,
O = (01,...0,)". (2.62)

Soitf(ui/ém) la ddp deu; sachant le vecteur des paramétigs Akaike a proposé le critére
informationnel suivant :

N
AIC(m) = -2 maXZln f(ui/6m) + 2m. (2.63)
i=1

On utilise le critéredIC(m) en choisissant la valeur, qui minimise ce critére, c’'est-a-dire :
mo = argmax AIC(m). (2.64)
m

En pratique, le premier terme de (2.63) décroit rapidement ayde second croit linéaire-
ment. L'allure typique de la fonctiodIC(m) est donnée a la figure 2.4.

11



AAIC(m)

FIGURE 2.4 — Allure typique de la variation du critére AIC en fonction du nombre de paramétres
m

2.6.2 Minimum description length

L'idée de Rissanen repose sur la question suivante : combien faut-il de bits (donc quelle est la
longueur du mot binaire) pour encoder 'ensemble d’échantilidns, . . ., u(N) ?

Bien sdr, si la suite est aléatoire, ce nombre est grand ; en revanche, si la suite est générée par
un modéle simple, il suffit d'avoir les paramétres du modéle, donc trés peu de bits sont nécessaires.
D’ou le nom de Minimum Description Length (MDL).

Asymptotiquement, c’est-a-dire podf — oo, on montre que :

N
MDL(m) = — maXZln flui/0m) + %mlnN. (2.65)
=1

On remarque que les deux termes, comme dans le cttéé(m), varient en sens contraire
lorsquem augmente. Ici, I'ordre du modéle est pondéré par le nombre d’échantillons : ceci in-
dique que siV est petit, il est illusoire de prendre trop grand, car il sera impossible d’estimer
correctementn parametres. Souvent de fagon empirique, pour estimgarametres, on considére
qgu'il faut environ N ~ 10m échantillons.
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