Chapitre 1 : La logique combinatoire 2023/2024

INTRODUCTION

L’Algebre de Boole définit en 1847 par Georges Boole (1815-1864), physicien Anglais, c’est une
Algebre applicable au raisonnement logique qui traite des fonctions a variables binaires (seulement
deux valeurs) c.a.d ne peut pas étre appliqué aux systémes a plus de deux états. L’algebre de Boole

permet de manipuler des valeurs logiques, il est a noter qu’une valeur logique n’a que deux états

possibles : Vrai(1) ou Faux (0).
Plusieurs valeurs logiques peuvent étre combinées pour donner un résultat qui est lui aussi une valeur
logique

Définitions

Etat: Les états logiques sont représentés par O et 1.

Variable: Une grandeur représentée par un symbole, qui peut prendre deux états (0 ou 1).
Fonction: Elle représente un groupe de variables reliées par des opérateurs logiques.

Exemple

On peut associer a un grand nombre de phénomeénes physique, un état logique Exemple : (arrét,

marche) (ouvert fermé) ( Noir, Blanc) (avant, arriere) ( Allumé, etteint).

On associe généralement a 1’état logique 1 la situation actionné du composant.

1. LA LOGIQUE COMBINATOIRE

1.1 DEFINITION DE LA LOGIQUE COMBINATOIRE

La logique combinatoire, a l'aide de fonctions logiques, permet la construction d'un systéme
combinatoire.

Un systéme est dit combinatoire quand il est de type boucle ouverte, ¢’est-a-dire qu'aucune des
sorties n'est bouclée en tant qu'entrée.

A chaque combinaison d'entrée correspond une seule sortie. Les systémes combinatoires sont les
plus simples et peuvent se représenter par une table de vérité indiquant pour chaque état d'entrée
quel est I'état de sortie correspondant.

Toute fonction logique peut étre réalisée a 1’aide d’un petit nombre de fonctions logiques de base

appelées opérateurs logiques ou portes. Il existe deux types d’opérateurs :
» Opérateurs fondamentaux : NON, ET, OU
» Opérateurs dérivés : NON-ET, NON-OU, OU-EXC, NON-OU-EXC

Université Badji Mokhtar Annaba — Département d’informatique- 1



Chapitre 1 : La logique combinatoire 2023/2024

1.2 PROPRIETES DE L’ ALGEBRE DE BOOLE

Somme de produits (ZI1) Produit de sommes (I1X)
AXTOMES
Associaiiviie latE)te=a+tibte)=atb+e lable=albe)=abe=abe
Copmiitatiite ath=b+a ab=ba
Dhistributivité a.(b+c)=abtac @ tibe)=(a+bliatc) "’
Lldment neuire ag+l=ga al=a
Complément a+a=1 aa=10
*: démontrer au moyen de tables de
vérité
THEOREMES
Idempoience ata=a =
Absorpiion a+lab=a ala+d)=a
atl= a.0=10
Invalution Z =a Z =a
Lot de Morgan ath=ah ab=a+h
Concensus de lre espéce| a + ab=a+h a.{a ti)=ab
Concensus de 2e espece | ab + ko =ab+ b +ac {ex + E:').(E +o) = (a +E:-).(E +o){a+ )

DUALITE DE L’ALGEBRE DE BOOLE

Toute expression logique reste vrais si on remplace le ET par le OU , le OU par le ET , le 1 par 0,
le O par 1.

Exemple :

A+l=1 > A.0=0

A+A=1- A.A=0
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LA LOI DE MORGAN

La somme logique complimentée de deux variables est égale au produit des compléments des deux

variables

A+B=A.B

Le produit logique complimenté de deux variables est égale au somme logique des compléments

des deux variables.

AB=A+B

» Généralisation du Théoreme DEMORGANE a N variables

1.3. LES CIRCUITS COMBINATOIRES

On appelle circuit logique (ou circuit combinatoire) un assemblage de portes logiques reliées entre

elles pour schématiser une expression algébrique

Un circuit combinatoire est un circuit numérigque dont les sorties dépendent uniqguement des
entrées.

Si=F(Ei)

Si=F(E1,E2,.....En)

Circuit combinatoire

On utilise des circuits combinatoires pour réaliser d’autres circuits plus complexes
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FONCTIONS LOGIQUES

C’est une fonction qui relie N variables logiques avec un ensemble d’opérateurs logiques de base.
« Dans I’ Algebre de Boole il existe trois opérateurs de base : NON , ET , OU.

« La valeur d’une fonction logique est égale a 1 ou 0 selon les valeurs des variables logigues.

« Si une fonction logique possede N variables logiques = 2" combinaisons - la fonction possede

2" valeurs.

TABLES DE VERITE DES OPERATEURS DE BASE

Fonction logiqgue ET (AND)

Représentation : F= A*B ou A + B ou AB

Table de vérité

Entrée Sortie
B A F
0 0 0
A
0 1 0 ;
1 0 0 B
1 1 1 Symbole graphique

Fonction logigue Ou (OR)

Représentation :F= A+ B

Table de vérite

Entrée Sortie
B A F
0 0 0
0 1 1 A F
1 0 1 Ei)—’
1 1 1 Symbole graphigue

Fonction logigue Non (Not)
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Représentation : F=A

Table de vérité
Entrée | Sortie
A F A ‘: =
0 1
L 0 Symbole graphique

FONCTIONS DERIVEES DES FONCTIONS FONDAMENTALES

Fonction logiqgue NON_ET (NAND)

Représentation : F= A/B

Table de vérité

A B A/B
0 |0 1

a

=

0 1 1 —

b
1 0 1
—1 Symbole graphique du NAND

Un circuit NAND est obtenu en mettant en série une porte ET et un inverseur comme représenté ci-
dessous

E )c|;5

Décomposition d’un circuit NAND

Université Badji Mokhtar Annaba — Département d’informatique- 5



Chapitre 1 : La logique combinatoire 2023/2024

Fonction logigue NON_ OU (NOR)
Représentation : F= A|B

Table de vérité

A B AlB

0|1 o ]

1o Symbole graphique du NOR
1|1 o0

Un circuit NOR est obtenu en mettant en série une porte Ou et un inverseur comme représenté ci-
dessous

—) >{>
Décomposition d’un circuit NOR

EONCTION XOR (OU EXCLUSIF / EXCLUSIVE OR

Dans le cas du OU exclusif, , pour S = 1, il faudra que a OU b soit a 1 exclusivement, c'est-a-dire
que la sortie sera égale a 1 si les deux entrées sont d’¢états différentes ( 1’un égale a 1 et ’autre a
Z€ro)

On écrit alors que F=a @p que I'on énonce F égal a OU exclusif b.

Le signe @ est le symbole du XOR (OU exclusif) dans les équations logiques.

Table de vérité

A B A@B aj : =
b

0 /0 o0
0|1 1 Symbole graphique du XOR
o 1
11 o

Université Badji Mokhtar Annaba — Département d’informatique- 6



Chapitre 1 : La logique combinatoire 2023/2024
Remarque :
«Les portes ET , OU, NAND , NOR peuvent avoir plus que deux entrées
11 n’existe pas de OU exclusif a plus de deux entrées
TABLEAU RECAPITULATIF
NON (NOT) —I>0— ABAB A B A+B
Inversion |~
fa 00 0 0 0|0
' ET (AND) :'_)_ A A 010 0 11
Opérateurs
ab 0 1 10 0 1 o1
de base
10 111 111
OU(OR) :D— L1 |
athb
NOT, NON AND, ET OR, OU
e [ ) e s R—
(NOT-AND) A @
a’b A B
0 0 1 0 1
00 0
OT-OR 01 1
Combinaisons ™ ) alb I o 1 0 0
d'opérateurs 170 1
1 110 1 0
- Lo
XOR
ou exclusif @ NAND, NOR,
a b
ET-NON OU-NON XOR, OUX
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1.4.1 ETABLISSEMENT DE LA TABLE DE VERITE

Les fonctions logiques peuvent étre représentées par des Tables de vérités, La table de vérité
permet la connaissance de la sortie d’un circuit logique en fonction des diverses combinaisons des
valeurs des entrées

» Le nombre de colonnes est le nombre total d'entrées et de sorties

> Le nombre de lignes est 2N sachant que "*N'* est le nombre d’entrées,

Une fonction de 3 entrées et 1 sortie se représente par une table de 4 colonnes et 8 lignes

Résultat
ABC
ABC
ABC
ABC
ABC
ABC
ABC
ABC

= k=1 k=2 =0 -
= olal=l=|lolao|m
O|l=lol=s|lo|l=|o|0)

—_
—
=

Exemple : Soit F1 et F2 deux fonctions logiques avec leurs tables de vérité respectives

F1=XY+YZ+XZ

XIY|Z|XY|YZ|XZ|F1
0/0|0]|0 0 |0 |0
0/0|1]0 0 |0 |0
0/1]0]0 0 |0 |0
0/1]1]0 1 0 1
1/0(0]|0 0 |0 |0
1/0(1]|0 0 1 1
1(1]0]1 0 |0 1
1(1]1]|1 1 1 1
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F2 =X+YZ+YZW

X|Y|Z|W]|YZ|YZW | F2
0/{0[0|0 |0 |O 0
00101 |0 |1 1
0|0|1|0 |0 |O 0
0/0|1]1 1|0 |0 0
0/1|/0|0 |0 |O 0
0({1/0(1 |0 |0 0
0(1(1/0 |1 |0 1
o|1|1|1 |1 |0 1
1/0{0|0 |0 |0 1
1/0({0|1 |0 |1 1
1{0{1]|0 |0 |O 1
1{0(1|1 |0 |O 1
1{1{0{0 |0 |O 1
1{1{0(1 |0 |O 1
1{1{1{0 |1 |O 1
1{1/1(1 |1 |0 1

SCHEMA D’UN CIRCUIT LOGIQUE ( LOGIGRAMME)
«C’est la traduction de la fonction logique en un schéma électronique.

«Le principe consiste a remplacer chaque opérateur logique par la porte logique qui lui correspond.

F(AB,C) = AB + BC F(A.B.C.D)=(A+B).(B+C+D).A
i
A
B F g )
“ =2l
1 __ |
C
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FORMES CANONIQUES

A B C S

0 0 0 0 -+ A+B+C : maxterme
0 0 1 0 -+ A+B+C : max terme
0 1 0 0 . A+B+C : max terme
0 1 1 1 .. A.B.C : minterme
1 0 0 0 » A+B+C : max terme
1 0 1 1 [~ A.B.C : minterme
1 1 0 I+~ A.B.C :minterme
1 1 1 1 —— A.B.C : minterme

¢

On appel forme canonique d’une fonction la forme ou chaque terme de la fonction comportent

toutes les variables.

« Exemple :

F(A, B,C) =AB C + ACB + ABC

Il existent plusieurs formes canoniques : les plus utilisées sont la premiére et la deuxiéme forme .

Premiére forme canonique

« Premiere forme canonique (forme disjonctive) : somme de produits
« C’est la somme des min termes.

« Une disjonction de conjonctions.

« Exemple :

F(4,B,C)=A.B.C+ A.B.C +A.B.C+A.B.C

Cette forme est la forme la plus utilisée

Deuxieme forme canonique

- Deuxiéme forme canonique (conjonctive): produit de sommes
« Le produit des max termes

- Conjonction de disjonctions

« Exemple :

F(AB.C)=(A+B+C) (A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)

La premiere et la deuxiéme forme canonique sont équivalentes.

Université Badji Mokhtar Annaba — Département d’informatique-

10



Chapitre 1 : La logique combinatoire 2023/2024

Remarque
« On peut toujours ramener n’importe qu’elle fonction logique a 1’une des formes canoniques.

- Cela revient a rajouter les variables manquants dans les termes qui ne contiennent pas toutes les

variables ( les termes non canoniques ).

- Cela est possible en utilisant les regles de 1’algébre de Boole :
— Multiplier un terme avec une expression qui vaut 1

— Additionner & un terme avec une expression qui vaut 0

— Par la suite faire la distribution

Exemple

I.F(A, By =A +B
=A(B+B)+B(A+A)
=AB + AB + AB + AB
= AB + AB + AB

2.F(A, B,C) =AB +C

AB(C +C)+C(A+A)

ABC + ABC + AC + AC

ABC + ABC + AC(B +B)+ AC (B + B)

= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC
=ABC + ABC+ABC+ABC+ABC

Simplification de fonctions logiques
Dés que I’on dispose de 1’expression d’un circuit logique, il peut étre possible de la minimiser
pour obtenir une équation comptant moins de termes ou de variables par terme. Cette
simplification peut se faire de différentes facons :
- par I"utilisation des propriétés des fonctions logiques
- par ’utilisation des tableaux de Karnaugh

- Depuis une table de vérité
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Exemple 1

Z = (A+B). (A+B+D)D

P
T
0

D+A B .D+A .D.D+B.A D+B B.D+B

: ;
0

> |

.D.
T
0

wl
w)

+B.

o]

+B. A.

> |

= A.B.
=B. D. (A+A)+B. D
=B .D.(A+A+1)

=B.D

Exemple_2 L
Z=A.B+A.B+A. B

=B. (A+A) +A B
—B+A B

=K+f3 car X +§. Y=X+Y
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LE DIGRAMME DE KARNAUGH

Le digramme de Karnaugh est un outil graphique qui permet de simplifier de maniére

mathématique une expression Booléenne d’un circuit logique.

Les regles a suivre pour 1’élaboration d’un tableau de Karnaugh sont les suivantes :

CD 00 01 11 10
ABNCD |CD CD |CD
00 |ABCD ABCD
AB
01 ABCD
4B
11 |ABCD ABCD
AB
10 B
AB ABCD

Le diagramme de Karnaugh d’une fonction logique a n variables est constitué d’un
rectangle divisé en 2N cases. Chaque case correspond donc a une combinaison de 1’état
logigue que peut prendre la variable de sortie.

L’ordre des variables en abscisse et en ordonnée est choisi de telle sorte que lorsqu’on
passe d’une case a une case adjacente, une seule variable soit modifiée (on codifie le
tableau selon le code Gray «00,01,11,10 »).

Le regroupement des cases doit €tre €gale a une puissance de 2, soit 2, 4, 8...cases.
Pour le regroupement des cases périphériques, on suppose que le tableau est de forme
cylindrique, et pour le regroupement des cases de coins, on peut supposer que le

tableau a la forme d’une sphere.

Etapes de simplification par la méthode de Karnaugh

1
2
3
4.
5
6

On détermine le nombre de variables d’entrée afin de connaitre la taille du tableau.
Dresser le tableau de Karnaugh en réspectant le code de Gray

Remplir le tableau selon les termes de la fonctions a simplifier

Effectuer les regroupements de fagcon optimale

Effectuer les groupements de cases adjacentes.

Faire sortir les termes de la fonction simplifiées
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A. Cas de deux variables

]§ B _B B
Al1]o o A _
X=A B+A.B } X=A+B
Alo]|1 AlO \1

B. Cas de trois variables

g
vell
o
> |
fes]]
oo
-

> |
to
=
o
<
I
w
Ol
v
>
I
> |
o

A
ABUO AB|0 |0
AB|O]|oO ABlo |0

Cas de quatre variables

cDhD|CD|CD|C.D

AB| 0] o] o |(1)]X=ABCD+ACD+B.D
p—
AB| 0 /T | | 0
AB|l o N I/ X o
AB| 0 [ 0 U 0
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CD|C.D

Q)
]
(@)
W)

> |
[vs]
()
(o=}

0 | X=A.B.D+B.CD+B.CD+A B.D

Ny
AB| 0 1?[;\
S ——
AB|l 0 | 0] o0 \1/
A B ‘1\ M| o (1-‘_
/ : .

Cas particulier et élément indétermine

Il arrive parfois qu'une fonction soit indéfinie pour certaines combinaisons des variables, pour
différentes raisons ; la plus courante est que certaines combinaisons des variables étant impossibles,
on ne juge pas utile de donner une valeur particuliere a la fonction pour ces combinaisons la.
Dans les cases correspondantes du tableau de Karnaugh, on placera un signe particulier (@ : élément
indétermine).

Lors du regroupement des cases nous transformons le @ en 0 ou en 1 suivant la convenance ou les

simplifications qui peuvent en découler.

Exemple
F={4,7,6}+ @{15}

A
0 0 X 0 0
0 il 3 2
1 1 X 1 1
4 3) 7 6 A

On obtient ici I'expression la plus simple de F en transformant le X de la case 5 en «1» , ce qui permet
de regrouper les cases 4, 5, 7, 6 en un groupe de 4 et en laissant le X de la case 1 tel qu’il est

Nous aurons donc : F= A.

On considéré le « X » comme étant un « 1 » s’il peut nous donner un regroupement meilleur
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