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Convolution et corrélation

Exercice 1 :
Soit le signal échelon f{f)= Eq U(t), d’amplitude Ej.

Représenter graphiquement et calculer le produit de convolution de f{r) par lui-méme (auto-
convolution).

Solution Exercice 1 :

Pas de probleme particulier. Si £ < 0, il n'y a pas de recouvrement. Si f = 0, il y a recouvrement
enfre 0 et £.
On obtient :

+ae (=2
r E, pourt =0
f*f=| EUMEU({-1)dT = | Eo p
= | Opour <0
1
t

Exercice 2 :

On définit la fonction Rect par :

. [1sire [—r..-"2.+1- 2]
f(t)=Rect(t/1)= ]

0 sinon.

Ainsi, pour un rectangle centré sur d=cenfre». de hauteur 1 et d'une largewr donnée par
«largeur», on utilisera la notation :
Rect( t — centre
largeur
Soit les fonctions f et g définies par :
flt) = 3 Rect(t-1/2)+Rect((t-2)/2
() = Rect(t/2
Trouver la convolution f- g.




Solution Exercice 2 :

la convolution fif)*e(f) = g(O)*f(f): on a le choix de déplacer n’importe quelle fonction par
rapport a 'autre. Il est plus évident de déplacer g(f) par rapport a f(f). Le produit g(f-7).f(T) est
nul pour t<-1. donc le produit de convolution est nul sur cet intervalle.

Pour -1<¢<0. le chevauchement se produit dans I’intervalle 0 a r+1. Dans cet intervalle, la

fonction g(f-7)=1 et la fonction f{7)=3. le produit de convolution est :
t+1

[3dz =311y =3(t+1)
0

Pour 0<7<1, le chevauchement se produit aussi dans l'intervalle 0 a #+1. Dans cet infervalle, la
fonction g(f-7)=1. mais la fonction f{7) est définie différemment sur deux parties de
I'intervalle de chevauchement : f{7) = 3 pour 0<-7<1 et =1 pour 1< T<f+1.
donc le produit simple doit étre eévalue aussi par intervalle et le produit de convolution est par
conseéquence somme de deux intégrales :

+1

1
[3dr + [1dr =3+(t+1-1)=3+1
a 1

Pour 1<f<2 le chevauchement se produit dans l'intervelle 7-1 a f+1. Dans cet intervalle, la
fonction g(f-T)=1. mais la fonction f{7) est deéfinie différemment sur deux parties de

I'intervalle de chevauchement donc le produit simple deit étre évalué aussi par intervalle et le
produit de convolution est par conseéquence somme de deux intégrales :

1 1+l

[3dT+ [1dT =30~ (t-1)+ (t+1-1) =32~ 1) +1 =6~ 2

i-1 1

Pour 2<t<4, le chevauchement se produit dans ['intervalle 7-1 & 3. Dans cet intervalle. les

fonctions fet g valent 1.
Le produit de convolution est :

3
fldr=3—(r—l)=4—r

-1

Le produit est nul pour =4, donc le produit de convolution est nul sur cet intervalle.
Enfin, le produit de convolution est :

0 pour t=-1

3(t+1) pour - 1<t<0

3+t pour 0<t=1

G-2t pour 1<1=2

4-1 pour 2<t<4

0 pour t=1

d’ou la représentation graphique de la convolution.




Exercice 3 :

Soir les fonctions fet g définies par :

—eﬂ"pour! =0

/0= { Opours >0

g(f) = Rect(t —1/2)
expressions analytiques de la convolution dans les

Représenter f et g puis donner les
différentes régions de définition.

Solution Exercice 3

o7 s
T Glf ) = Reci(f - 5
— -I-—rl. ——
. —
™
== l i B
-1 2 i

Prenons l'exponentielle pour faire le déplacement :
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Il v a trois régions de définition pour la convolution. Pour <0, I'exponentielle recouvre tout le
rectangle. L'intégration couvre 0<u<1 ou le rectangle vaut 1. et ol flt-u) est égale a —e”e™™.

Nans cefte région de définition,

0 e‘f-’“ L ej.l:
f :tg: j_ e_Hre—Hudu — _eﬁr|:$:| _ F(e_ﬁ _ 1)
¢ 4]

Pour 0<#=21, l'exponentielle couvre partiellement le rectangle :
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Quant f=1. il n'y a pas de recouvrement entre fif-u) et g(u). donc la convolution est nulle.

Exercice 4 :

1) Montrer que l'opération de moyenne mobile (ou glissante) est une convolution avec la fonction
rectangulaire.

2) Exprimer la réponse impulsionnelle correspondante.




Solution Exercice 4

Solution
1)
1 ¢ 177 [1-t=-T/2 i
s(t)=— |e(T)dT=— |rect| ————— le(T)dt = | h(t—T)e(T)dT
( Tt_|T( TJ[ - }) j e
2)

)
h(t) =lrect 1l
T T

Exercice 5 :
1) Deéterminer la réponse indicielle (1€ponse a un signal échelon de Heaviside) dun circuit RC dont la

réponse impulsionnelle est définiz par :
t

" )
hit)=—o-zxp| — —
0 RC p[_ RC }
avec =0 (0 pour t=0)

2) Representer cette réponse iumpulsionnelle ainsi que la réponse du circuit.

Solution Exercice 5

1) Cette réponse est définie par :
S((t) = [ u(mh(t—7)d
= 1 jt o (t-0/RC 4o
RC -0

1 jt o t/RCLT/RC

dt

1/RC

h(t)=(1/RC)e R




Exercice 6 :

Calculer la réponse d’un circuit RC a une rampe de pente 1. a partir de sa réponse impulsionnelle.

Solution Exercice 6

y(t)= jr(':}h(t —T)dt= [T.h(t —T)dt
0 0

t

t t

i 1 ¢ / 1 U ,
y() = [th(t—Ddt=—[1e V" dr=—xe " [1"d1

p R RC B

On doit ufiliser I'intégration par parties :

(uw)=u'v+uv' - uv = | uv+ jm" > j.u' vV=uv— fm-"

TRC TRC

En prenant u'=e etv=t.ona:u=RCe et v’=1. Donc :

y(t)= ée—t /RC {RC'[‘EET';RC l ¥ ch‘ eT"'RCd'I:l — o t/RC [,Eer"RC]; s j‘ec-'Rch.l_

- .
_ a-t/RC {[.EE:.-'RC i o RC[E?;RCTU}Z a-t/RC {[tet-'RC}_RC-[et"RC _1[}
=t—RC(1-e"F)

-

Exercice 7 :

Calculer f*g avec :
F2 s10<x=2

x
et g(x) :{ 0

[ si—1=x<3
f(x)=1

1
0 ailleurs ailleurs




Solution Exercice 7 :

a) Lapremiére étape :
On ecnt la defimtion du produst de convelution, a savorr

(= [fOx-1= [200fG-D

h) Ladeuxiéme étape:
On s'mtéresse anx cifferents mtervalles :

¢ g()==s10<r<2 donc 1€[02]=1,

¢ flx-f=la-lsx—123e-1-x=s~=23-xSx+lzrz2+x & 3+rsr2c+ldone te[-3+xl+x]=1,

Ensuite, pour mieux cemer la chose, mieux vaut user d un petit croquis -
7 ?

v
—_

-3+x I+x

v
—

¢) On appligue la définition du produit de convolution :

+ +®
Définition da produit de convolutien - (f * g)(x) = [_f te(x-n= [ gn.flx-n= { l.%dr

- - Iniy
Hors, résoudre un tel caleul s’avére assez complexe Usons de siratégie. et découpons en plusieurs cas. et procédons aux
integrations, au cas par cas .

Cas | :

-i=x I1+x

v
[

On remarque que les deux mrervalles ne se recouvrent pas, donc quand on va multiplier la fonction f par la fonction g, on va
trouver zéro




Dans un langage plus mathématicue. cela serait
Sil+x <0 alers [} I, =2 done (f *g)(x)=0

Cas 2 :

I

¥

-3=x I+x

Il n'v a pas non plus de recouvrement dans cette sifuation. Done -

S1-3+x=2Qalors ]y I, =@ dene (f #F g)(x) =0

Maintenant que nous avons vu les deux cas les plus défavorables (et aussi les plus simples...). passons a la suite.

Cas 3:

>
3+ 1+x
Cette fois-ci 1l v a recouvrement, sur uns partie des deux mntervalles.
Si0<1l+x<2alors]; NI, = [01+x]
On peut donc détermner la valeur du produit de convelution, a partir de sa définition élémentarre -
+x +x . I+x ; 1 ]—“x 1 !3 l+x 1
(f * g)(x) = jf(r).g[x—r): J'g;:).f(x—rj = jl.?a’r = j J4r=2 | r.dt =E.[T} =Z.[r2 .
- - Iy 4] ] "]
1r.pex 1 ., (1+x)
= (f* o =L =—{arop-ob=——
1 n 4
Cas 4 :

I+x I+x
Une fois encore, 1l v a bren recouvrement, donc nous allons procéder comune au cas precedent.
Si—3+x=<Oetl+x>2alors ], 1, —[0:2]
Deétermmons la valeur du produit de convolution :

w oy = D[P o L g A0 _ A
f g)(a)—4.[r]ﬁ_4{z 0} = =1




-3+x I+x

].l ¥a r:)ujours et encore racouvreiment -
Si—3+4x>0alarsl; ~ I = [-3+x:2]

Dzterminons la valeur du produst de convolution :
U = = - = (-3 kel

{219 -6xfl=—f4-x2-0s6x}=

| =
| =

d) Onrésume tour !
Maintenant que rous avons déternuné les diverses valeurs du produit de convolution. sur les divers mtervalles. il est
envisageable de tracer [par morceaux). la courbe représentative -
(= g)(=)

F \

1y (-=*+0x-3)4

v
e

T




Exercice 8 (corrélation) :

1) Calculer la fonction d’autocorrélation d’un signal porte défini par
x(t) =rect[(t—T/2)/T]
2) Conclurs sur les propriétés de la corrélation utiles pour la mesure de ressemblance.

3) Déterminer I'énergie de ce signal a partir de sa fonction d’autocorrélation.

4) Calculer la fonetion d’autocorrélation du signal carré obtenu par répétition de la fonction porte a tous
les instants kT’. avec T'=2T et k entier.

5) Montrer quand dans ce dernier cas. la borne inférieure de 'intégrale peut étre différente de la valeur
choisie dans la question précédente.

Solution Exercice 8 :

1) La fonction possede une largeur egale a T, une amplitude egale a 1 et est centree sur T/2.

La simplification de cette intégrale va se ramener a déterminer les bornes d’intégration, selon différents
cas, car la fonction rect va étre remplacee par 1. On peut distinguer 4 cas :

- 1% cas : si T+1<0. soit 1<-T, le produit des 2 fonctions est nul. donc la fonction d’autocorrélation
également.

- 2% cas : -T<t<0: D'intervalle de valeurs de t pour lequel le produit n’est pas nul est [0. t+T]. Sur cet
invervalle, ce produit vaut 1. On a donc :

C?m(T):J:JTldt [T =147

- 3% cas : 0<t=<T : I'intervalle sur lequel le produit n’est pas nul est [t. T]. Sur cet invervalle. ce produit
vaut 1. On a donc :

oT
€ (9= thl dt=[tf =T
- 4% cas : ©>T :le produit des fonctions est & nouveau nul.
2) La fonction d’autocorrélation est maximale quand la coincidence entre le signal et lui-méme est

maximale. Elle traduit donc la ressemblance entre les 2 signaux. permettant de déterminer le décalage
pour lequel cette ressemblance est maximale.

3) On utilise directement la propriété selon laquelle la fonction d’autocorrélation en 0 est égale a énergie
du signal. soit ici T.




4) Pour un signal periodique. I'expression de la fonction d’autocerrelation es: :
C_ (1=

Ici, T represente la periode du signal. egale a 2 fois la duree de la fonction porte. On prendia T” pour ne
pas confondre avec le T designant la durée du signal porte,

1T q
?Jtﬂ x().x(t—T1)dt

e
Calm=r [ x®xC-mdt

Pour déterminer cette foncrion, on peut ufiliser directement les résultats du signal porte. En effef. la
fonction obfenue €fait comprise enire —T et +T. et nulle en dehors de cet intervalle. Ici, la meéme fonction
va réapparaitre apres une periode du signal et ainsi de suife, le decalage augmentant (t ) indefiniment. De
meéme pour 1<0. La fonction d'autocorrelation est donc pediodique. de pariode egale a celle du signal.

5) On peut remarquer graphiquement que si "on avait effectué 'intégration sur I'intervalle [-T/2. T/2]
plutot que [0.T]. le résultat aurait efe le meéme.

Exercice 9 (corrélation) :

Soit un signal defini par :

X(t)= % t[u(r) —u(t —1")]

1) Representer ce signal.
2) Calculer sa fonction d’autocorrélation. et la représenter.

3) Déterminer son énergie a partir de sa fonction d’autocorrelation.




Solution Exercice 9 (corrélation) :

1) On peur également exprimer le signal sous la forme :
|'A i
—t pour t€[0.T
x0=1 * o]
|0 ailleurs
La forme de ce signal est une dent de scie de largeur T : en t=0. sa valeur est 0 ; en T, elle vaut A.

2) Sa fonction d’autocorrélation est définie par:

C_(D= .[;_( x(Ox(t—Tdt = j:_% ?.[u(t) —u(t- T}] %(t— 'c}.[u(t -T)-u(t—-1— T)]dt

Les différents cas a éudier sont les mémes qu’avec un signal porte. Les 2 seuls cas pour lesquels le
produit des fonctions n’est pas nul sont :

- 2% cas : -T<t<0 : l'intervalle de valeurs de t pour lequel le produit n’est pas nul est [0, T+T]. On a donc :

AT A A
C_(m= J':ﬂ ?t.?u —1)dt
+T \
A w1y, A 2 7 AN @a+T)? (+T) )
= ﬁr (t-‘—tt)dt= - ———T| == ( ) _( ) 'c‘
T? =0 T3 2|, T 3 2

2 2
L A 2 y) pl

(2014 T) —3(1+ T)°1) = == 2(1+ T)(¢* + 27T+ T°) - 3(T° + 21T+ T*)1)
6T 6T

-

A ) 9 q
= (T +20T+ 1T + PT+ 212+ T) = 3T + 20T +1TY))

5

A , ) , :
=E{2(13 +3TTH3TT +T)-3(T +20°T+1TY))

A )
== v +2T)
6T’

- 3% cas : 0<1<T : I'intervalle sur leque! Iz produit n'est pas nul est [t T]. On a done
T

Cu(m=] I%T.%(I _1dt

A% s I
S | -t | = 2T - 3T T
T" T3 2 3 1) 6T
On remarqus que I'on a le meme resulfat que dans le cas preécédent. mais avec un changement de signe
pour T. On pent donc écrire ces 2 résulrars sous la forme d'un seul :

R

A? [ts 2 -;]I ) AL T: T 3B

1 +M3) si [1<0

A2 ’

, |— - (ET} —3T"
0 si[f>0

Cette fonction est un polynome d’ordre 3. Elle est symetrique par rapport a 0. Quand t — 0 par valeurs

négatives, la fonction se comporte comme at-+b.

3) Lénergie du signal est 1a valeur de sa fonction d’auntocorrélation pour t=0. On remplace donc 1 par 0

-

dans I’expressicn précedente. On obtient C_ (T) = —.




Exercice 10 (corrélation) :

Calculer la fonction d’autocorrelation du signal sinusoidal.

Solution Exercice 10 (corrélation) :

Dans le cas simplitié d'une amplitude unite et d'une phase nulle, la tonction sinusoidale est definie par :
s(t) =sin(,t)

porr 1ne pulsation ey,

On applique 'expression de "autocorrélation :

U S . T
C.(T)= T L{ X(DX(t-T1)dt= ?L:ﬂ s, t).sm( 0, (t—1))dt
On utilise 1a formnle de trigonométrie :
cos(a—b)—cos(a +b)

-+
-

sin(a).sin(b) =

donc

C.(7)= £os(%T) ‘[T Idt - ir cos(a, (2t —T))df

t=0 T t=0
cos( @, T 1 or. - i |
_ Cos(a, )+ [sin(e, 2T~ 1)) - sin(~0,7)]
2 2m,T '

C_(1)= cos{flJ“T}




Exercice 11 (corrélation discréte) :

1} On considere le signal long suivant. sous la forme d'une séquence {X,}. ol n représente les indices des
¢léments dans la séquence. commencant a 0 :

signal long : 1 0 1 2 1 2 2 0 0
E! Iz signal court sous la forme d’une séquence {vy) :
signal court : 0 1 2

On cherche a detacter la présence du signal court dans le signal long. Pour cela. on deéfinit le produit de
corrélation de la maniére snivante

1 N-1
C, (k) =§Z XY
1={)
on N est le nombre d’éléments du signal court : N=3.
1) Calculer le produit de convolution pout k=0. k=1 et k=4,

2) Par mnrerprétation de ces résultats. indiquer si la détection de la ressemblance entre les 2 signaux est
bien effectuée de cette maniére.

3) Recommencer avec les versions centrées des signaux (pour chacun. la moyenne de ses éléments est
retranchéz de chaque élément) :

signal long : g -1 o0 1 & 1 1 -1 -1
signal long - -1 0 1

4) Méme question que 2) pour les résultats du 3).

5) Conclure sur I'utilité de centrer les signaux pour rechercher des motifs dans un signal par corrélation,
et ré-écrire 1’expression de la fonction de corrzlation prenant en compte ce centrage.

Solution Exercice 11 (corrélation discréte) :

1) Cxr(0)=2 : Cy{1)=5 : Cx{41=6

2) Ces calculs ne permetten: pas de deétecter la ressemblance maximale, car la valeur maximale ne
correspond pas a celle-ci.

3) Cey(0)=0 1 Cx{1)=2 : Cy(4)=1

4) Iei, la valeur maximale correspond a la ressemblance maximale entre le signal court et la zone
comparée du signal long.

5) Le centrage des signaux permet donc de transformer ce calcul en un moyen de détecter la ressemblance
entre 2 signaux. On peut ré-ecrire la fonction de correlation de la facon suivante :

. 1 N-1
Co(K)=2Y (% -0, -Y)
) N3

ol X ef y représentant respectivement les movennes des séquences {Xa} et {val.




