Chapitre Il : Neurones Simples et
Apprentissage

2. Neurone simple et probleme de classification

Dans ce chapitre, nous allons, tout d'abord, présenter les types de neurones simples ainsi que quelques
regles d'apprentissage de base, soutenus par des exemples. Une fois cette introduction effectuée, un
apercu sur la classification en utilisant les neurones présentés sera introduite avec quelques exemples
de modélisation des fonctions logiques AND et OR.

2.1 Type de neurones simples

2.1.1 Le neurone de Mc Culloch-Pitt

Le neurone de Mc Culloch-Pitt est donné dans la Figure 2.1, il se caractérise principalement par une
fonction d'activation de type limitation 0 ou 1 (s=1 ou 0).
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Figure 2.1 — Neurone de Mc Culloch-Pitt

2.1.2 Le Perceptron
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Le perceptron, Figure 2.2, se caractérise par :

2

Une fonction d’activation continue de type : y = — - 1.

1+l’i-.(
Fonction d’activation de type squashing, ou -1 <y < 1.
La fonction d’activation est différentiable.

2.2 Laregle d'apprentissage de Hebb

Hebb (1949) :

Quand I'axone de la cellule A est proche d'exciter la cellule B ceci se traduit par une décharge (fire),
un changement métabolique ou évolution se produit dans 1'une ou l'autre des cellules. En d’autres
termes, 1'e_cacité de déchargement de A sur B est augmentée.

Algorithme:

y = f(wrx) (2.1)
Aw = uyx = uf(w "x)x (2.2)

Et, pour le neurone i et I'entrée j, on a :

Awij = puyx = pf (W' x)xj (2.3)

Avec :

w0 est initialisé avec des valeurs aléatoires

L'apprentissage est purement a propagation avant (feedforward) et non supervisé.
Les poids wi, seront fortement influencés par des entrées fréquentes

Une évolution sans contraintes des poids wi.

Une regle de mise a jour basé sur la corrélation.

2.2.1 Larégle de Hebb appliqué a un neurone de type signe

Soit le neurone de type signe suivant. I1 est a noter que ceci est une version du perceptron avec
B —=o=>f(w'x) = sgn(w'x).
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Figure 2.3 — Neurone de type signe
1.0 1.0 1.0 0.0
R —1.0 o s —2.0 i —0.5 i 1.0
RS gl | T 1 [V [2ee [0 L
0.5 0.0 —1.5 1.5
Sion prend g =1, pour des ralsons simplificatives, on obtient :
1.0
m=wlzg=[1.0 —1.0 0.0 0.5] _1"? =3
0.0

La mize a jour des poids (wip = wy + Aw) se it comme suit -

W1 = Wk + Sg0{ 2k )T (2.4)
D'on -
1.0 1.0 2
i —1.0 41 —2.0 - —3.0
0.0 G (s 1.5
0.5 0.0 0.5
Pour les denx prochaine itérations :
1.0
—2.5
51 =—0.25 we =wy +sgnin)n =uy —x1 = 3r
2.0
1.0
—3.5
zg = —3.0, wy = wa+ agnizn)re = ws — 10 = n
0.5

La regle de Hebb utilisé avec un neurone signe, revient a rajouter ou soustraire 1'entrée et le vecteur
poids. Si bien sur 7 = 1.

2.2.2 Régle de Hebb et neurone de type Perceptron

Soit le neurone de type perceptron Figure 2.2, avec § = 1,=> flw'x)=y=2/( 1+e?) -1.
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0.5 0.0 —1.5
Si on prend g =1, pour des raisons simplificatives, on obtient :
1.0
20 =wizp=[1.0 —1.0 0.0 0.5] _1250' =3
0.0

La mise a jour des poids se fait comme suit :

Wi = W + f(3)2e, Yy =f2) =

D'ou :
1.0 1.0 1.905
-1.0 -2.0 -2.610
W= gp | T8 95 | = | 1357
0.5 0.0 0.500
Pour les deux prochaines itérations :
[1.828
= ” —2.772
y = —0.077, w2 =wy + 0.0777; = 1_51;
| 0.616 |
[1.828 ]
—3.700
2 = —0.932, wa = ws + 09322, =
Yo 32, wa =ws + 2T 2 440
| —0.783]

2.3 Regle d’apprentissage du Perceptron

La regle est applicable aux neurones de type signe.
Le signal d'apprentissage est la différence entre l'actuelle et la réponse désirée.
La nécessité d'un signal désiré implique un apprentissage superviseé.

Soit le perceptron, avec le signal d'apprentissage d :

Algorithme:

e=d—y, y=sqn(wl )

La regle d'apprentissage du perceptron (Rosenblatt 1958) est caractérisé par :

Aw = per = pfd — s_qn[wTI]]I

Etant donné que d-1 ou -1,

Aw=H42ur

La regle de Hebb utilisé avec un neurone continue de type Perceptron, revient a rajouter ou soustraire,
une fraction (déterminé par f) 1'entrée et le vecteur poids.
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Exemple:

Figure 2.4 — Neurone utilisé avec la régle du Perceptron

1.0
Soitsiig=| 0| il =t di=1,
0.0 | - et
0.5
1.0 0.0 10
e 0 o 1B o 110
' 0.0 | 00|’ 0.5
~1.0 1.0 —1.0
1.0
20 =wlzg=[1.0 —1.0 0.0 0.5] Tﬁ‘]ﬁ — =
—1.0

A noter que, 3gn(2.5)% dg. Si on prend g = 0.1, on obtient :

w =wg+0.1{—-1—1)zg

1.0 1.0 0.8
=30 —2.0 —0.6

=l gn | 792 | 15| =)o
0.5 1.0 0.7
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[ 0.8

. S B 10 —0.6 s i@

znp=w; 2, =[0015 0.5 1.0] 0.0 1.6
| 0.7 ]

A noter que, sgn(-1.6)=d;. La mise a jour des poids n’est pas necessaire.
[—1.0]

; . - 1.0 o
m=wle,=[10 —1.005 —10]| . | = -0.75
* 0.5

-_1’0—

A noter que, ggn(-0.75)= dy. La mise a jour des poids est necessaire.

ws = wy+ 0.1(1 +1)x,

0.8 |' 1.0 |‘ 0.6
—0.6 -1.0 —0.4
— ) —
w3 o | 122 o5 0.1
0.7 -1.0 [ 0.5
Remarques:

Il n'ya pas de justification évidente pour l'inclusion du vecteur d'entré, x, dans 1'équation
(2.7).

Le choix du coefficient d'apprentissage /, n'est pas spécifié.

La regle du perceptron peut étre résumé a ce qui suit :

Avec un neurone de Mc Culloch-Pitt
Win= wk+ lix si y=0etd=1

W= Wi- Ux si y=1letd=0

W= WSl y=d

Avec un neurone de type signe (perceptron avec - )
W= wk+ 2ix si y=0etd=1
Win= Wi- 2ux si y=1letd=0

Wi = WkSi )/: d

I1 peut étre prouvé que le vecteur poids, w, converge.

2.3.1 Convergence de la régle du perceptron

Théoreme : S’il existe un vecteur de poids, qui classifie correctement I'ensemble d'apprentissage
(supposé linéairement séparable), alors la regle d'apprentissage trouvera un, et un seul, vecteur de
poids, w=, dans un nombre fini d'itérations.

Assomptions:

Il existe au moins un vecteur de poids w=.
11 existe un nombre _ni de vecteurs d'apprentissage.
La fonction d'activation est de type unipolaire (0 ou 1).

Preuve:
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A la kieme itération, on a :

Whil = Wk + pexTh, €k = di — Yk (2.9)

Si on soustrait w* des denx cotés de U'éguation (2.9). on obtient :

Wy — w* = wy, — w* + pepry (2.10)
Siyp est correctement classé, alors il n'a pas de mise a jour. Si on prend la distance enclidiénne

de 'equation (2.10), on obtient :

llwnsr — w*|? = [luwr — w* |+ p@llzkl|® + 2uen(uwn — w*) 2 (2.11)

Il peut et=e prouvé que pour our chaque vecteur, Tz, non classé on a ;

exw! = —|wl zx| <0 (2.12)
et aussi :
epw*Tz; — |w*Tzy| >0 (2.13)
D'on :
iy = w1 = g — w2 + p2loal* — 20 ([0 Tz + o i) (2.14)

Si on choisi un pas d'apprentissage suffisament petit,

[Ty (2.15)
L'équation (2.14), peut étre ramené a :
¢||2

ey — w*)? & ||lwp — w*||* — 2u [|1L-"‘T3:;c| + |urTr;,.|) (2.16)

Sachant que u =0, et que |w*Tx,|+|w”x;| =0, doit décroitre au fil des itérations. Toutefois, ||. ||ne
peut pas prendre de valeurs négatives, elle doit donc converger dans un nombre fini d'itérations. A
noter que cette norme ne dois pas nécessairement converger vers 0 (w= wx).
Le pas d’apprentissage idéal :
Si on réécrit 1'équation (2.14) en terme d'erreur, ¢ = w-w= on obtient :
llersall® = llewl® + e llzall* — 2u (JurT 2| + |w” zal) (2.17)
Si on minimise, g par rapport a g, on obtient :

& 2_ 0 B o 2. «T T

Ellﬂmll = (Il + 2 ||zal® — 20 (Jw*" x| + |’ zx])) (2.18)

0= 2ulzxl|* —2 (Ju*Tag| + |wTzy) (2.19)

- Jweg| + [whee|  |(w* + wi)Twsl
opt = =
[EAR [ENR

(2.20)
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En pratique, il n'est pas possible d'évaluer ziops, car cette derniere contient w=dans sa formulation. Et il
est souvent suffisant d'interpréter piopr comme la distance optimale qui puisse ramener w;au long de la
direction de x,

2.4 Classification et séparabilité linéaire

2.4.1 Classification :

Le but de la classification (pattern classification) est d'assigner un objet physique, éveénement ou
phénomene a une classe (ou catégorie) préalablement défini. On peut citer comme exemples :

Fonction booléennes.

Pattern de pixels, e.x. afficheur 7 segments.

Quantification de vecteurs, e.x. Transformation Analog/digital.
Mémoire associative e.x. reconnaissance de caracteres.

2.4.2 Fonctions discriminantes :
Probléeme :

Supposons qu'il existe un vecteur de forme (patterns) a p dimensions : x x..., xp et que la classification
de chaque forme (élément) est connue, il existe n classes. La dimension du vecteur des éléments p est
généralement plus importante que le nombre de classes n. Il est aussi raisonnable d'assumer que n est
plus important que le nombre de catégories K.

L'appartenance a une catégorie donnée, est déterminé par le classifieur basée sur la comparaison de R
fonctions discriminantes gi(x); g:(x); ... ; g«(x) calculé pour le vecteur d'entré x. L'élément x appartient
a la catégorie 7si et seulement si :

g(x) > g;(z) for i,j=1,2,--- R, i#j (2.21)

L'équation definissant la frontiére de la décision est :

I
L
—

gi(r) — g;(x) =0 (2.

. Type de region -
Structure 'fh_ dackil u: Probleme XOR
I/_‘\i Demi-plan 1 v D)
i Limite par un
/ \ Hyperplan
e
/‘* "'\ Regions convexes
O Ouverte on
Ferme
'“'\\
</(J\ Complexite limite
() ar le bre
g_.;‘@.ﬁf_ par le nombre
(2:/“;{’//'( de neurones

Figure 2.5 — Classification de la fonction XOR par RNA
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2.4.3 Séparabilité linéaire

Un neurone de type signe (threshold) implémente la séparation d'un vecteur d'entré en deux classes, ou
la frontiere entre ces deux classes est défini par :

WTX = —b (2.23)
Ou b est la limite ou le biais. La frontiére séparant les deux classes est un hyperplan a n dimensions.
Remarque:

La proportion de fonctions linéaires séparables dans le domaine de n fonctions booléennes décrois
exponentiellement avec 7.

Un réseau comportant deux couches de neurones de type signe, est capable de calculer toutes les

fonctions booleennes par une implémentation de sommes de produits, Figure
2.5.

2.4.4 Exemple : Implémentation de la fonction AND

La fonction AND est implémenté sous Matlab en utilisant les fonction newp pour créer un RNA, et la
fonction train pour l'apprentissage du réseau a neurone unitaire de type Perceptron.

Les détails de I'implémentation sont donnés par :
2 entrées + | biais, avec une initialisation w(0) = [0.1 0.1] et 5(0) = 0.1.

Apprentissage de 8 époques avec un pas d'apprentissage de 0.1.
La surface de décision est donnée pas :

Wy b
11w:-'2¥1
P[g ! oallalT=0 00 u

Paiciranze &0, Goal b0 0201

Traming -Sue C0u-Sack
5
L]
i

Hieg Trarmg

Figure 2.6 — Apprentissage du perceptron pour Pim-
plernentation de la fonction AND
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On peut voir dans la Figure 2.6, que le but défini au départ (une erreur EMQ=0.0001) est obtenu apres
un apprentissage qui a duré 6 époques. La Figure 2.7 montre I'évolution de la droite de décision
(séparation) durant 1'apprentissage, allant de 1'époque 1 a 1'époque 15 (Figure 2.7(a),(b),(c) et (d)). On
peut voir que la ligne séparation, d'ou l'implémentation de la porte AND, est obtenue clairement apres
l'itération 6. Le probleme de séparabilité est résolue avec un neurones. Il est a noter que un neurone, ne
peut résoudre le probleme donnée par le OU exclusif XOR, car une seule droite ne peut séparer les
solutions.
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Figure 2.7 — Apprentissage et separabilite pour la fonction AND

2.7 L'Algorithme d'apprentissage LMS

En général 1'équation de mise un jour pour un systéme multidimensionnel, équation (2.46), ne peut
toujours étre implémenté, car le vrai gradient dépend de W=, Donc une estimation du gradient doit étre
utilisé.

Solution 1:
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Utiliser une moyenne de la EMQ sur un horizon moyen, et prendre les différences fini de cette

derniere.
Le principal désavantage, est qu'on doit attendre qu'un certain nombre d'échantillons d'erreur soit

collecté, avant d'étre utilisé pour la mise a jour des poids.

Solution 2:
Au lieu de la l'erreur moyenne quadratique, n'utiliser que l'erreur quadratique EQ :
E=¢f (2.48)
Maintenant le gradient estimé est :
Ocf Oe
ey ¢
V;. = t’z‘r"l = ey, bt_el = —2(";;;{;'. (?—IQ)
oe? e
m‘% Gy,
L’équation de mise a jour devient alors :
Wit = Wi + p(=V) (2.50)
I"i"vlzl._i_]_ = ﬂ-}‘ + 2;‘.&?3. *X}: (25 l)

L'équation (2.51) est 1'algorithme LMS. L'estimation du gradient, équation (2.46), et la convergence de
mise a jour du vecteur poids, équation (2.51) peuvent étre démontrée.

2.7.1 L'adaline

L'adaline est un type de neurone inspiré du type signe auquel on rajoute une différence entre la sortie
linéaire z et une sortie désirée d, comme le montre la Figure 2.10.

Caractéristiques :

La somme linéaire z est utilisée via l'algorithme LMS. Apres apprentissage la fonction

d'activation du type échelon est rajoutée.
Les poids sont corrigés par une valeur proportionnelle a la différence entre la sortie actuelle et

celle désiré.
L'adaline et l'algorithme LMS, peuvent donner une solution dans le cas ou le perceptron,

utilisant 1'apprentissage par perceptron ne converge pas.

2.7.2 La régle d'apprentissage delta

La regle d'apprentissage delta, introduite par McClelland and Rumelhart (1986), utilise 1'algorithme
LMS avec un neurone de type perceptron :

Caractéristiques :

Utilise seulement un neurone avec une fonction d'activation continue et différentiable

Une méthode basée sur le gradient
Peut étre généralisé au perceptron multi-couches (PMC)
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Utilise la méme approximation de la EMQ que l'algorithme LMS, c.a.d, EQ
Pas de mesure de stabilité pour y

I3
. E
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| N - y o+ e

e

J % =

Figure 2.11 — Neurone utilisé avec la régle delta

2.7.3 Dérivation de la régle d'apprentissage delta

Pour le perceptron continuon a:

y=f(z), 2=WTX, e=d—y
1z
1 2
(2) = ——=, ) = ———7m-—
f(D) = T D) = T -1

avec, fiet ficorrespondant respectivement au fonctions log-sigmoidal et tangente-sigmoidal.
Le gradient de l'erreur au carré est évalué comme :

(2.52)

(2.53)
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)
V= ;’% = —2(d— fIWTX))f(WIX)X (2.54)

La mise a jour des poids se fait :
AW = —puV (2.53)
d'ou résulte la régle delta comme :

Wi = Wi+ 2pef'(2)X &)

'3 P r % s . =
Ou flz) ese la derivie de L) evalué au point dopération correspondant a 2. comme le

montre la Figure 2.7.3.

' :f _fl:.:”::-’j

2.7.4 Evaluation des dérivatives

Ftant donné que les poids sont recalables, on peut assumer que /5 = 1 sans perdre la notion de
généralité de ce qui suit :

Pour la fonction Sigmoid unipolaire (Logsigmoidal) on a :

y—ﬁHJ—1+i{ (2.
ﬁwr—uf;ﬂf (2.58)

A partir de Péquation (2.57) on a :

. 1
l4+e—™ =— (2.59)

Y

ef 1 L
ef=__1= Lt (2.60)

y u
Cect donne :

fiiz) =yl —y) (2.61)
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Pour la fonction Sigmoid bipolaire (tangente-sigmoidal) on a :

2

y=filz) = 1) o —1
Ye—2
i = —
ft(‘-} (l-}-l‘_“-"*)?
A partir de "équation (2.62) on a :
1 " 2
te =
14y

ot

. 2 1_l—y
14y 1+y

Ceci donne ;

I |
fiz)=3501-v%

(2.64)

(2.65)

(2.66)

En remplacant dans I'équation de mise a jour des poids (2.56) on obtient, por la fonction

sigmoid bi-polaire (fan-sigroud) :

Wiep1 =W+ 2ueY (1 -Y)X

pour la fonction sigmoid unipolaire (log-sigmoid) :

Wisr = Wi+ pe(l - Y3)X

(2.67)

(2.68)
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