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RAPPEL DES NOTIONS UTILES
Représentation des systémes dynamiques continus a temps invariant (LTI)
Introduction

Systéme : ensemble d'objets interagissant entre eux pour réaliser une fonction. Il est connecté au
monde extérieur a travers :

» ses entrées:
e signaux d'excitation : actions envoyées au systeme
¢ perturbations qui sont en général imprévisibles

> sessorties : réponses du systéme aux signaux d'entrée

Perturbations

Signaux d’entrée
ou excitations u

Signaux de sortie

Systéme OuU reponses y

Classification des systemes
Systéme statique
La réponse du systéme a une excitation est instantanée:

Equation
() = (1) =Elum

ity R
—=
H[.F}T

Systéme dynamique

La réponse est fonction de I'excitation et des réponses passées. La réponse est fonction de
I'excitation et des réponses passées.

i(f) R Equation
“{;}T FTI Tili?} RCy(t)+ v(t)=u(r)

avec y(t)=VA(1)




Systémes monovariable et multivariable:
Monovariable : systeme a une entrée et une sortie (SISO)

Multivariable : nombre d'entrées + nombre de sorties > 2 (MIMO)

Systémes continu et discret

Continu : I'information circule a tout instant de fagon continue

RCy(t)+ vit)=ulr)

Discret : l'information circule a des instants discrets

RCy(k+1)+(1=RC)y(k) = u(k)

Systémes linéaires et non linéaires

Le systéme est linéaire s'il satisfait au principe de superposition.

Siyir) est la réponse du systéme a I'entrée u (1) alors la
réponse du systéme a u(r) = X ou; (1) est y(1) = 2 a; yilt)

Le systéme est non-linéaire dans le cas contraire.

Systéme causal

La réponse temporelle du systéme ne peut précéder son entrée
Systeme invariant ou stationnaire

La réponse du systéme est invariante par translation dans le temps

Soit y(1)=flulr), y!%la réponse a l'instant r a partir des conditions
initiales ;-,ﬂ. Le systéme est stationnaire s:-rsi,i'"(m;r}.}'a , ) = f(nfr +T), Vi, +.;.)

On peut décrire les systemes linéaires a temps invariant (LTI) par des fonctions de transfert en s (cas
continu) ou en z (cas discret).

Dans la suite, on étudiera les systemes monovariables continus LTI



Rappels sur la transformée de Laplace
Définition de la Transformée de Laplace (TL)
+ x(r) : signal réel tel que x(f)=0 ¥r<0

+ Transformée de Laplace de x(r) : X(s) = L(x(r)) = _[Jxx[f)e—ﬂa’.r

# X{(s) : fonction de la variable complexe s=o + jmw, =0

Exemple .
Soit le signal x(f) = e pour tr=z0eta>=>0
= 0.5
= [T z—ato—st = [T*° o—(a+s5)t &
X(s) -[-n e—atg—siglt -[r} e dt 2
[ EI|:| 10 20 30 40

Xi(s)=

Tempst
5 +a

Transformée de Laplace inverse

1 o+ oo
e j’ X(s)etSds

ey = LW (s)) =

o — joo

oJgrietes de la TL

x(e)y et wir) : signaux reels tels que x(r) =0, »wr)=0 Yr<0
# Linéarité

o x(2)+ P () =oX(s)+ BY(s) Vo.B =R*
% Derivation

o)) = sX(s)—x(0+)  x{0+): condition initiale

L x5 () = 5% X (5) — 55— Ix(0+) — sk 2x(0(0+) — L — xx—1(0+=)

20+ ), 0 (0+ ), L, xtx—1(0+) : conditions initiales

Cas particulier : conditions initiales nulles L( x%) (7)) = 5% X (5)
Integration

2(0) = fx(erde = L( ()= 2=k, KO

Condition initiale nulle : L( y[r]} X(S}

s o
Rappels sur la TL 1 -
% Retard temporel e

L( X{f-T}}:e_STX{S} retard T .

- | heoréme de la valeur initiale
x(l}"): llm () = lhim =X(5)

i_r— S A
@ Théoraéame de la valeur finale
X =,_l_l_r_r1_;c_llr_1:_l_1_m_a:z_’i{,4)
W—»+oo

- Produit de convolution
=(r) : convolution des signaux reels x(r) et wir)

=) = x(£)* 2 (£) = ?:aﬁ )yt —TIdT = Z(s) = X(5).¥(s)



4 Impulsion de Dirac 6(r) 1 Rampe ou échelon de vitesse

&(r) W)
(1) =1 (t)
| " L(v(0) = —
- Y
L(3(n)=1 |
1 Echelon unité I'(r) 1 Signal sinusoidal

L)

| _ % AWANE
o oo a EAVARVARVE
l"(.t‘]:1

=0 x(r) =sin{®t + ¢ ) =0
L(T(1) = 1; L( x(1))= _Sin® +ocoso
2 52+ ?
e Systéme Un systeme lineaire est

lineaire Lt assimilable a un filtre linéaire ~

1 Reponse du systéme a une impulsion de Dirac &(r)
ROy =F(8() A estla reponse impulsionnelle du systéme
O Reponse a une entree quelconqgue w(r), wlr) =0 v <0
@ Rappel : u(r) = u(r) *5(r) = jpu[t]a{r—r]dr
& ()= Flu(n)=F @”u(r)ﬁ{r—ﬂdt)
Systéme lingaire — (1) = [ w(T)F(S(r—1))dT
Systéme invariant = A —t) =F (S —7))

| W) = _1“ “ (YR —TIdT = we(E)VF A1) |

) =F{w(r)) produit de convolution de w(r) et de i(r)

Fonction de transfert d'un systeme LTI

Fonction de transfert

=K = T9=L00)=UgHy) = HO) (T;



His) est la fonction de transfert du systéme

His)y= L)) estla TL de la réponse impulsionnelle

1 Systéme continu régi par une eéquation difféerentielle
A V() +- -+ a vy () + apy(t) = B (£ + - - -+ BV (8) + bou(r)
avec m=n

On suppose les conditions initiales nulles c'est-a-dire

yr=(0)=--- = y(0) = »(0)=0
wm=(0)=---=u(0)=u(0) =0
O Systéme régi par une equation différentic uite)

En utilisantla TL, on a :
Qs ¥(s)+ - +as¥Y(s)+apY(s)=busmlU(s)+ -+ sU(s)+ bl (s
(ans® +---+a1s +ag )Y (5) = (Bps™ +---+bys + by W (s)

Y(5) bus™ +---+bs+by

His)=—
LI(s) aps™+---+a5+agp
La fonction de transfert a la forme d'une fraction rationnelle :

H(s) =) N(s) et D(s) : polyndmes en s de degrés
D(s) respectifs n et m

| Le systéme est dit d'ordre =

1 Exemple : circuit RLC
L

iy R mm
.‘ -

C T Tl’;ir) Sortie du systéme : y(1)=V.(1)

# Lois de l'électricité

di(t)
dt

Ri(ty+ T ——=+V_(t)=ult)

V”“)=E pi(r)dr = i(t)=CV, (1)

On en déduit: LCV (t)+RCV,(6)+V.(¢) = u(r)
# Fonction de transfert
(Lcsz +RCs +1)V, (5)=U(s)

:{) VC(S} I
B TU(s) LCs2+RCs+l

—




Eléments caractéristiques de la FT

H N(s) bys"+L+ bis+ By
()= ‘[}{S}-JH.S'”-I-L-I- as + ay

Pbles (modes) et zeros du systeme

# Les pdles sont les racines 2, € C du polyndme D(s). Les pbles
sont soit réeels, soit des paires de pdles complexes conjugues

% Un systéme d'ordre n admet » pdles distincts ou non

# Les zéros sont les racines z; € C du polynéme N(s)

Gain du systéme

K b, bys™+L+ bibys +1
H(s)= — bo 1o K=
st afa, s"+L+ afa, s+1

an - gain du systéme

Stabilité des systemes LTI

Théoreme

Un systeme LTI est stable si et seulement si tous ses poéles A,
ont une partie réelle Re();) négative

Im Im Im
X " X “ “ X
X -Re ——%——Re —X —Re
X X X
Stable Instable Instable

Le domaine de stabilité est le demi-plan gauche du plan complexe




