COMMANDE POLYNOMIALE

Introduction

Cette technique de conception se décline en deux approches :
* Le placement poles-zéros ou suivi d’un mode¢le,
* Le placement de poles.
Pour implémenter ces deux approches nous utiliserons deux structures de commande, a savoir

* Structure a retour unitaire

* Structure a deux degrés de liberté (RST).

Dans les deux cas, les correcteurs utilisés doivent étre propres et le systéme résultant doit
étre bien-posé et totalement stable.
Le bruit et les perturbations apparaissent souvent dans les systémes de commande.

di d2 d3

r e cesy |V ul .

Les perturbations des systémes sont ,en effet, inévitables dans la pratique.
Ainsi, des perturbations peuvent résulter de sources externes ou de variations internes.

Par conséquent, un bon systeme de commande devrait pouvoir suivre les consignes de référence
et rejeter les effets du bruit et des perturbations.

La conception des systémes de commande est soumise a certaines contraintes physiques.

La premiére contrainte est que les correcteurs utilisés dans la conception doivent avoir des
fonctions de transfert propres est réalisables.

Si _la fonction de transfert d’un correcteur est impropre, sa construction nécessite
['utilisation de dérivateurs purs. Les dérivateurs purs construits en utilisant des amplificateurs
opérationnels peuvent étre instables.

Ainsi, les correcteurs avec des fonctions de transfert impropres ne peuvent étre facilement
construits en pratique. Pour cette raison, tous les correcteurs utilisés dans la conception devront
avoir des fonctions de transfert propres.

Méme si toutes les composantes d’un systéme ont des fonctions de transfert propres, un systéme
de commande ainsi construit peut ne pas avoir une fonction de transfert propre.



EXEMPLE.
Soit le systeme
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Les fonctions de transfert du correcteur et du systéme sont propres.

Alors que la fonction de transfert est impropre.
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Un systeme est dit bien-posé ou propre si les fonctions de transfert entre toutes les entrées et
sorties possibles sont propres.

Stabilité totale

Dans la conception des systémes de commande, la premiéere exigence est toujours la stabilité
de la fonction de transfert : Gyr (S) entre la référence « r » et la sortie « y ».
Toutefois, cela peut ne pas garantir que le systéme fonctionne correctement.
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La fonction de transfert entre la référence « » » et la sortie « y » est:
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est STABLE

Alors que la fonction de transfert entre la perturbation « d » et la sortie« y » est:
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est INSTABLE

Conclusion de ’analyse

Ainsi, toute perturbation non nulle, aussi petite soit-elle, excitera une réponse infinie du
systéme. Par conséquent, le systéme ne peut pas étre utilisé dans la pratique, méme si sa fonction
de transfert de « r » a « y » est stable. Cela motive la définition suivante :

Un systéme est dit totalement stable si la fonction de transfert, en boucle fermée, de
chaque paire entrée-sortie possible (sous-systéme) est stable.

De I’exemple, il apparait que si un systeéme posséde un pole instable, il est inutile de I’éliminer
par compensation directe. Bien que le pole compensé n’apparait pas dans la fonction de transfert
Gyr(S), il apparait dans la fonction de transfert de d a y. Ce pole compensé est appelé un pole
caché de Gyr(S)

Toute compensation podle-zéro instable n’¢liminera pas le pole instable, mais elle le cachera
dans certaines fonctions de transfert en boucle fermée.

Condition d’un systéme totalement stable

Considérons un systeme qui se compose d’un certain nombre de sous-systémes. Chaque sous-
systéme est supposé étre complétement caractérisé par sa fonction de transfert propre.

Soit Gyr (S) la fonction de transfert globale. Si le nombre de poles de Gyr (S) est égal au nombre
total de poles de tous les sous-systemes, le systeme est complétement caractérisé par Gyr (S) .
Sinon, le systéme n’est pas complétement caractérisé par Gyr (S) , Gyr (S) est considérée
comme ayant des poles manquants.

Les poles manquants proviennent de la compensation pdle-zero et leur nombre est égal a la
différence entre le nombre de pdles de Gyr (S) et le nombre total de pdles de tous les sous-
systemes.



Un systéme est totalement stable si et seulement si les poles de la fonction de transfert global

et de ses poles manquants sont tous des poles stables.
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La fonction de transfert Gyr (S) , posseéde un seul pdle (-2), ce qui est inférieur au nombre total
de poles de C (s) soit (-1) et G (S) soit (+1) . Par conséquent, il existe un pdle manquant. Le
pole de Gyr (S) est stable, mais le pole manquant (S — 1) « NUMERATEUR DU

CORRECTEUR » est instable. Par conséquent, le systeme n’est pas totalement stable.
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Le nombre de poles de Gyd (S) est égal au nombre total de pdles de C(S) et G(S) Par
conséquent, Gyd (S) n’a pas de pole manquant. Le systéme est totalement stable si et seulement
si tous les poles de Gyd (S) sont des poles stables. Ce n’est pas le cas. Par conséquent, /e

systéme n’est pas totalement stable.

Exemple:
Soit la fonction de transfert du systéme est:
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et la fonction de transfert du correcteur est:

s2 4+ 0.15 + 100
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Notez que C (S) est de type 1, donc I’erreur de position du systéme a retour d’unité est nulle.
La fonction de transfert globale de  a y est:
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Analyse

Le nombre de poles de Gyr (S) est 2, soit 2 moins que le nombre total de poles de C(S) et G(S)
. Ainsi, Gyr (S) a deux pdles manquants —0.05 £ j10 ; qui sont les racines.

Puisque les poles de Gyr (S) et les deux pOles manquants sont stables, le systéme est totalement
stable.

e Structure a retour unitaire

Soit la structure en boucle fermée de la figure ci-dessous avec un retour unitaire, ou:
G (S) =B (S) /A(S)
est la fonction de transfert du systeme,
CES)=0@©)/P(S)
est la fonction de transfert du correcteur.
Les signaux r, d et y sont, respectivement, la consigne, la perturbation additive et la sortie du
systeme.
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Placement des poles et des zéros (Suivi d’un modeéle)

S1 Gy (2) = N(s) /D (s) représente le comportement désiré du systéeme, alors
en boucle fermée, nous devons avoir I'identité :
C(s5)G(5)

Tm{Sj =

T 1+C(5)G(a)

D’ou la fonction de transfert du correcteur peut étre établie comme -

Gm (3)
G (s5)(1 —Gml(s))

C(s) =

Les hypothéses suivantes sont nécessaires pour la réalization de la boucle de
commande.

- G (2) est propre, c'est-a-dire deg B (5) < deg A(3) = n.

- (7 (=) est coprime. c’est-a-dire que les polynémes A (=) et B (s) sont premiers
entre eux et ne possédent aucun facteur commun.

- Gy | 5) est propre, c'est-a-dire deg NV (5) < deg D (5) = n.

- C'(s) est propre, c'est-a-dire deg @ (5) < deg P (5) = m.

* Exemple

Soit le systeme défini par la fonction de transfert

1
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Le comportement désiré en boucle fermée est donnée par :
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L’utilisation de la relation précédente permet d’obtenir le correcteur suivant :
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Placement de poles

La structure a retour unitaire peut étre utilisée pour assurer un placement de pdles arbitraires.
Dans ce cas, on spécifie les pdles désirés en boucle fermée et on laisse les zéros libres.

Soit le systeme d’ordre 2 :

e (5) —

= (s +— 2)

et le correcteur d’ordre zéro (proportionnel): C ( S ) =K

La fonction de transfert en boucle fermée est donnée par :
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Si on choisit comme péle désirés —2 et —3, on doit avoir l'identité suivante :

EE;Es—FI‘LF:[S—I—EHs—S] — s+ 55+ 6

Remarque: 1l est clair qu’il n’existe aucune valeur de K qui permet de placer les poles en
boucle fermée aux positions indiquées.
Choisissant, maintenant, un correcteur d’ordre 1, défini par :

go S T g1
oS T+ P

C(s) =

La fonction de transfert en boucle fermée est donnée par :
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Si1 les poles désirés sont définis par -
D {s) = 87 4 C:I::JSQ —+ ka5 + xg

Alors nous aurons les équations algébrigues suivantes -

po =1
2pg + p1 = o
2p) + gg = g



Dont la solution permet de calculer les coefficients du correcteur :

P =1
pr=a; -2
go=02—2p1 =03 —2a; +4

41 =03

Si par exemple, on choisi :

5

D(s)=(s42)(s+2-72) (2424 j2) =" +65 +165+16

Pour ce correcteur, la fonction de transfert en boucle fermée est donnée par :

8(s+2) 1
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' a4 slet2) )

En effet la fonction de transfert en boucle fermée possede des poles —2 et —2+2;.

Notez que le correcteur introduit également un zéro (8S+16).

Le zéro est apparu en résolvant les équations précédentes, et nous n’avons aucun contrdle sur

lui. Ainsi, le placement des pdles est différent du placement des poles et des zéros ou le suivi

d’un mode¢le.

Pour généraliser ce résultat, considérons le systéme donné par la fonction de transfert
G(S)=B(S)/ A (S)

Avec,

B (s)
A(s)=s"4+a1s" * +as""* + 4+ ap_ 15 +an.a, F0

busﬁ —+ Ellsn—i —_— bgsﬂ—z 4+ .+ by 15 + by

Le correcteur est définit par:
C (S)=Q(S)/P (S), avec,

Q () =gos™ + g™ 1 4 gos™ 2
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On supposera que G(S) et C (S) sont propres. La fonction de transfert en boucle fermée est
définit par :

Nis)_ _C()G(s)  _ Q(s)B (s)
Ds) 14+C(=)G(s) P(s)A(s)+Q (s)B (s)

D’ou nous avons 1’équation polynomiale (appelée équation de Bezout ou de Diaphantine)
suivante :

P(=)1A(=) 4+ Q@ (=) B (=) — I (=)

Remarque: Dans cette équation, A(S) et B(S) sont donnés, et D(S) doit étre choisi par le
concepteur.

Tout d’abord, nous montrerons que si B(S) et A(S) ont des facteurs communs, alors D(S) ne
peut étre arbitrairement choisi ou, de manicre équivalente, le placement arbitraire des poles
n’est pas possible.

Exemple

Si B(S) et A(S) contiennent tous deux le facteur (S—1), on peut écrire :

B(S)=( S—1)B0 (S) et A (S)=( S—1)AO0 (S), alors [’équation de Diaphantine devient :

(P(s)Ag (=) +Q (s)Bo (s)) (s — 1) = D (=)

Cela implique que D(S) doit contenir le méme facteur commun (S—1).

(P(e)Ao () +Q (=) Ba (s)) (= — 1) = D (=)

Ainsi, si A(S) et B (S) ont des facteurs communs, alors des racines de D(S) ne peuvent étre
arbitrairement attribuées.

Par conséquent, nous supposerons des maintenant que A(S) et B (S) n’ont pas de facteurs
communs

Sous cette hypothése, comme A(S) et B (S) sont propres, nous avons :
deg B (S) <deg A(S)=n et deg Q(S) <deg P (S)=m.

Ainsi, D(S) a un degré n+m, ou de maniere équivalente, le systéme en boucle fermée de la
figure possede (n + m) poles.
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Si le polynéme désiré D(s) est défini comme :
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L’équation polynomiale peut étre mise sous la forme matricielle :

(FPi{s) A (=) + Q{1 Ba(s))i{s — 1) = I» (=)
i 0 0 bo 0 0 S . ) .
Pao 1
1 ] b b
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e @] 0] by 1] -
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La solution de cette forme matricielle est ainsi convertie en la solution d’un ensemble de
nm +1 équations algébriques, ou les inconnus recherchés sont les coefficients du correcteur

Exemple: Soit le systéme

I:_s—ﬂ:l = — 2

I:.s—l::-I:s—l:lz.sE—l

Sachant que sous forme générale , on peut écrire

n n— n—"2 3
e, bos™ + bas 14+ bas 4+ ..+ bpy_q5 + by
GS{s)= —— = -
e Ir_: | |
a = s +a5" Tt as" i+ .t a,_15 +a,
Dot on peut voir gue : a3 = 0, ez = —1  bg = 0,09 = 1, ba = —2.
Soit , alors :

bo s2+ pq 5+ bo

G(s)=

Le correcteur proposé est donné par :
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Les poles désirés en boucle fermée sont choisis comme :

D(s)=(s+3) (s 4+2—-j1) (s +24+j1)=5" + 7" + 1Ta + 15




Par identification avec la forme générale :

. +m—1 +rn—2
D(s)= 3" + qys" + cxas™ + .. +omm—15 + Ongm

Ona:

o }=P{SJ= e ¥ @ |
i Q(s) Po= — Pa|
| ., . bos?+ by s+ b s
|G(s}= s+ 3151—+~a.2

Le développement de 1’équation de Bezout (Diaphantine) permet d’avoir

P(s)A(s) +Q (=) B (s) — D (=)

L’¢égalisation des coefficients de méme puissance produit les équations algébriques suivantes :

»a + gobko =1
Pocil + pa1 + gobi + giabo — o
Pocas + paica + gqobz + gi1bi — o2
Ppr1oz + gaba —oem

Soit =s=ons forrme mmatriciells -
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Numériquement, nous avons

1 U 50 D po 1
ar 1 b1 bo P1 | _ | @
@y ag by by ) oy

0 a2 0 &; q1 a2



1 0 0 0 o 1
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Comme I’ordre du correcteur m = n—1=1, la solution est unique, soit :
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Et, le correcteur est alors

ICEE]= gus T— g1 I
' g T P11 |

- s)B(s) 1 (585 +62)(s —2) 1

(s —2)(58s +62)
s¥ 4+ Ts2 4+ 178 4+ 15

D sl 353 +7s2 4175+ 15

Notez que le zéro (58S + 62) est introduit par le correcteur et que le concepteur n’a aucun
controle sur lui.



Structure a deux degrés de liberté (RST)

Bien que la structure a retour unitaire puisse étre utilisée pour obtenir un placement de pole
arbitraire, elle ne peut généralement étre utilisée pour obtenir un suivi de modele.

Dans cette section, nous introduirons une structure, appelée structure a deux degrés de liberté

ou RST, qui peut étre utilisée pour assurer le suivi de toute fonction de transfert desirée
réalisable.

Le signal de commande dans la structure a retour unitaire de la figure est donné par :

il e 2 &= ¥

==

-

w = =) — (=)

Ce qui montre un manque de flexibilité, puisque les deux signaux » et y sont traités par la
méme fonction de transfert. La possibilité d’ améliorer cette structure est d’utiliser deux
correcteurs (comme le montre la figure suivante ), tel que:

e O i ak =) ¥
Po e !
His=)
S s}
Supposons que les dewe correcteurs sont de la forme
Cy (s) = Tl)
5y (s)
: Rs)
C. r5:| = -
205 5, (SJ
2y — 9 ES:I T — A -:S:Iy

On peut garder la méme flexibilité tout en simplifiant la procédure de conception si on choisi
le méme polyndme S1 (S)=S2 (S)=S (S).



D’ou nous obtenons la structure :

d
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L’utilisation de 1’équation précédemment discutée dans la fonction de transfert,

B (=)
{:5

By

Permet d’obtenir la fonction de transfert en boucle fermée :

B (=77 (=) D (=)
G (3 = - B L = =) (=)
v (=) A=) S(=) + 2 (=) (=) T* (=) S L=

Cette structure de commande peut étre utilis€ée pour réaliser n’importe quel suivi de modele
réalisable. Pour plus de commodité, nous discutons uniquement le cas ou G(S) est strictement
propre

g . =

Lz problérme BRST ze pose comme suit : Etant donnés la fonetion de transfert
du systéme Gis) =B (s)/A(s}, ou B (s) et A(s) sont coprimes et deg B (s) <
deg A (s) = n, une fonction de transfert réalisable Gy (s) = N (5) /D (s), déter-
miner la structure de commande RST (R(s),5(s) et T'(2)) qui permet le sumi
de ce modéle {placement des péles - zéros), tels que :

B ()T (=) _ NG - (>
A(E)S(s)+B(s)R(s) DY m (S

La procédure de conception du correcteur RST suit les étapes suivantes :

Calculer Gmis)  Nis) _ Nuol(s)
B(s}) D(s)B(s) Dgfs)

ot Np (s) et Dy (s) sont coprimes. Puisque N (s) et D) (s) sont coprimes par hy-
pothése. des facteurs communs peuvent exisier uniguement entre W (s) et B (s).
Les polynémes résuliants de I’é¢limination des facteurs communs entre NV (=] et
= I'.-:u"LI sont notés Ny fs] et fg -rﬁ:',l. MNotez gque s1 W fs] =5 rs} alors Dy (5::- = I} ts}l
et MWy (s} = 1.



. MNg (=) 2 ( B i=17 (=
[ = - -:__5:] — o LS} I"S-] — At L .]

Do (=) A(s)SF(=)+EB (s} R{s)

A partir de cette équation, on pourrait étre tenter de définir T (s) = Ny (5] et de
résoudre pour S (s) et R(s) en utilisant

Dag{s) = A(=s)S{=)+ B (s)RI(s)

Malheureusement, les correcteurs qui en résultent ne sont pas propres en général. Par
conséquent, un peu plus de manipulation est nécessaire.

Iniroduire un polynéme de Hurwitz D, (s) arbitraire de serte que ledeg D (s) Dy (s) =
2n — 1. En d’autres termes, s1 deg Dy (s) = p, alors le degré de D (s) doit étre
d’aumoins 2n—1—p. Puisque le polynéme D, (s) sera éliminé dans la conception,

ses racines devralent éire cholsies dans une région acceptable.

G (s) = No(a)B(s) _ No(s)(B(s)Dels)) B(s)T(s)
S Dy (s) Dy (s) Dels) A(s)S(s)+B(s)R(s)

Maintenant on fixe le polynome T (S) comme :
T (s)= Mg (=) D, (=)

Et, on va déterminer les polynomes S (S) et R(S) a partir de la solution de 1’équation
polynomiale :
A -::5} = (5::- + = fs?l R{:s) = i)y I_'_.-s] . -:;:]
En notant les pelynémes Rs) et 5 (s) comme :

R(s)=8gs™ + 15" '+ Gas™ 2 - 4+ 8Bn_15+ B
S (8] =rygs™ + “,r'lsm_j' -+ ']-35'“_3 + i V1 1

et

Do (8) Del(s)= ™" 4+ s 1 L ons™" 2 | | Gngn—19 +Snam

Le développement de I’équation polynomiale permet d’obtenir le systéme d’équations
algébriques suivant :

1 o . 0 by 0 : o 7 i B B
- Fo 1
a 1 o 0 by £ = =4 s
ro g = ] : b 0 - -
: = 1 by 2 by “Frrr e (=
Oy, [ < cry Byn B__1q £ b Za Oy 1
O o z 0 b = =t o
1] = o g - 0 b9 :
| 3m _ L L
| o o o o 0 o By



Exemple : Soit le systéme donné par :

_B{&}_ s+ 3
_AIZS:I_

5+ 3

5{5—1}=53—5

G(s)

D’oﬁ:a1= —1=a2=ﬂ,b|}=n:_b1=1752=3-
Le modéle & survre est définmi par :
N((s) 600.25

CGm ()= FH (s} =2 + 343s + 600.25

On calcule le rapport :

CGm () 600.25 N (s)
B(s) (52 +343s +60025)(s +3) Dg(s)

Comme le deg Do (s) = 3, alors le deg D.(s) = 0 (constante). Un chonx trés
simple est donné par D.(s) = 1.

600.25.

AInsi nous aurons T(s)

Le déveioppement DQ (5:] D¢ {5} == 53 -+ 3?.3.5‘2 + 703_15= 4+ 1800.75

fourmit oy = 37.3, a2 = 703.15, az = 1800.8

Avec la motation suarvante

S (=2) =~y + “ra
= l:.s) = Fas + T

Léeguaition polyvnormiale
Afs) S(=s) -+ B {s)yR{s) = Dg () D (=)

Feut £ire comrertile en égunations algséebrigues -

i L ba o [ o | TR
== 1 b3 ba “ra . =01
] ax &bz B3 Sa T oz
| L] L B ] o bg a | 31 _ | L= 2
Socit, avec les valeuwrs mumérigues dommées -
[ 1 0 L0 ] o ] [~ vo ] B 1
—1 i i [n] “ra - 7.3
0 —1 3 i 2o - v0ZF. 15
L Lo L] 0 2 | L =1 ] | 1800.8

La scoluticon unigue st la suivante -

- .
F1
Zo
ZFa

|

|

1
Z. 0042
F5.296
G600 .27

|



T (=) =600.25
(=) =35.3s + 600.25
S(s)==s +3

Soit | o= 3
oit le systéme B)  s+3 -

.4.(.9]_5{5—1}:53—5

Gfs—'j ——

Avecta1= —1l. ar =0, bp=0,b1 = 1, b = 3.

Le modéle a suivre est défini par :

_N(s) _  10(s+3)
~ Dis) s2+12.7s+30

Gm (s)

On calcule le rapport

Gm (s) 10 N (s)
B(s) s2+4+127s+30 Dy(s)

Comme le deg Dg (5}=2, alors le deg D (s) = 1, un chomx possible est donné par
D.(s)= (s +3). Ce qui conduit au résultat survant :

T(s)= NWop () Do{=)1= 10(= + 3
Le développemenit swanmrant
Do (s) D (s) = (s* + 12.7s + 30) (s + 3)

=

—s% 4+ 15_.7s% 4+~ B2_1s =+ 90

fowmrmit 1 oq — 15 _ T, o0 — 5.1, ooz — 90 _
Msrec la nmnotation suarvante

R(5) =Fgs + 51
S =) =~vos + 7
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