
Correction travaux dirigés N° 4 

Transformée de Laplace 

Exercice 01 : 

1. 𝐹(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = 1𝑝+∞0+∞0  

2. 𝐹(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑡𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡+∞0+∞0  

On utilise l’intégrale par partie : 

On pose { 𝑢 = 1 𝑣′ = 𝑒−𝑝𝑡                            ⇒   { 𝑢′ = 1 𝑣 = −1𝑝 𝑒−𝑝𝑡 

 𝐹(𝑝) = [− 𝑡𝑝 𝑒−𝑝𝑡]0
+∞ + 1𝑝 ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = 0 + 1𝑝 . 1𝑝 = 1𝑝2+∞

0  

3. 𝐹(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑎𝑡 𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−(𝑝+𝑎)𝑡 𝑑𝑡 +∞0 =+∞0+∞0 [− 1𝑝+𝑎 𝑒−(𝑝+𝑎)𝑡]0+∞ = 1𝑝+𝑎 

 

4.  

On pose ;  𝑓(𝑡) = cos(𝜔𝑡) 𝑈(𝑡) 

 𝑔(𝑡) = sin(𝜔𝑡) 𝑈(𝑡) 

D’après la formule d’Euler, on a : 𝑒𝑗𝜔𝑡 = cos(𝜔𝑡) + 𝑗 sin(𝜔𝑡) 

 𝐿(𝑒𝑗𝜔𝑡)= ∫ 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡+∞
0= ∫ 𝑒(−𝑝+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝑡 = 1𝑝 − 𝑗𝜔 = (𝑝 + 𝑗𝜔)(𝑝 − 𝑗𝜔)(𝑝 + 𝑗𝜔)+∞
0= 𝑝𝑝2 + 𝜔2 + 𝑗 𝜔𝑝2 + 𝜔2 

 

D’autre part : 𝐿(𝑒𝑗𝜔𝑡) = 𝐿 (cos(𝜔𝑡) + 𝑗 sin(𝜔𝑡)) = 𝐹(𝑝) + 𝑗𝐺(𝑝) 

 



Par identification, on aura : 𝐿 (cos(𝜔𝑡)) = 𝑝𝑝2 + 𝜔2 

 𝐿 (sin(𝜔𝑡)) = 𝜔𝑝2 + 𝜔2 

Exercice 2 : 

1. 𝑆(𝑝) = 𝑝2+2𝑝+4𝑝3+3𝑝2+2𝑝 lim𝑡→0 𝑠(𝑡) = lim𝑝→+∞ 𝑝𝑆(𝑝) = lim𝑝→+∞ 𝑝 𝑝2 + 2𝑝 + 4𝑝3 + 3𝑝2 + 2𝑝 = lim𝑝→+∞ 𝑝3𝑝3 = 1 

 lim𝑡→+∞ 𝑠(𝑡) = lim𝑝→0 𝑝𝑆(𝑝) 
= lim𝑝→0 𝑝 𝑝2 + 2𝑝 + 4𝑝3 + 3𝑝2 + 2𝑝 = lim𝑝→0 𝑝𝑝 (𝑝2 + 2𝑝 + 4𝑝2 + 3𝑝 + 2) = 2 

2. 𝑆(𝑝) = 𝑝3+2𝑝2+6𝑝+8𝑝3+4𝑝  lim𝑡→0 𝑠(𝑡) = lim𝑝→+∞ 𝑝𝑆(𝑝) = lim𝑝→+∞ 𝑝 𝑝3 + 2𝑝2 + 6𝑝 + 8𝑝3 + 4𝑝 = + ∞ 

 lim𝑡→+∞ 𝑠(𝑡) = lim𝑝→0 𝑝𝑆(𝑝) 
= lim𝑝→+0 𝑝 𝑝3 + +6𝑝 + 8𝑝3 + 4𝑝2𝑝2 = lim𝑝→+0 𝑝𝑝 (𝑝3 + 2𝑝2 + 6𝑝 + 8𝑝2 + 4 ) = 2 

Exercice 3 : 

1. 𝐹(𝑝) = 𝑝−8(𝑝−8)2+25 = 𝑝−8(𝑝−8)2+25 

 ⇒ 𝑓(𝑡) = 𝐿−1(𝑓(𝑝)) = (𝑒8𝑡 cos(5𝑡))𝑈(𝑡) 

 

2. 𝐻(𝑝) = 𝑝+1𝑝2+4 = 𝑝𝑝2+22 + 12 2𝑝2+22 

 ⇒ ℎ(𝑡) = 𝐿−1(𝐻(𝑝)) = (cos(2𝑡) + 12 sin (2𝑡)) 𝑈(𝑡) 

3. 𝑀(𝑝) = 𝑝−2(𝑝−2)2+4 = 𝑝−2(𝑝−)2+22 



⇒ 𝑚(𝑡) = 𝐿−1(𝑀(𝑝)) = (𝑒2𝑡 cos(2𝑡))𝑈(𝑡) 

 

4. 𝐺(𝑝) = 1(𝑝+1)2 + 1𝑝2+1 = 1(𝑝+1)2 + 1𝑝2+11 

 ⇒ 𝑔(𝑡) = 𝐿−1(𝐺(𝑝)) = (𝑡𝑒−𝑡 + sin(𝑡))𝑈(𝑡) 

 

 

Exercice 4 : 

1. 𝒚′′ + 𝟒𝒚′ + 𝟑𝒚 = 𝟔 

En appliquant la transformée de Laplace ; (les conditions initiales sont nulles) 𝑝2𝑌(𝑝) + 4𝑝𝑌(𝑝) + 3𝑌(𝑝) = 6𝑝 𝑌(𝑝)(𝑝2 + 4𝑝 + 3) = 6𝑝 𝑌(𝑝) = 6𝑝(𝑝2 + 4𝑝 + 3) = 6𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 3) 

Puisque 𝑝2 + 4𝑝 + 3 = (𝑝 + 1)(𝑝 + 3); on aura:  𝑌(𝑝) = 6𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 3) 𝑌(𝑝) = 𝐴𝑝 + 𝐵𝑝 + 1 + 𝐶𝑝 + 3 𝐴 = lim𝑝→0(𝑝𝑌(𝑝)) = lim𝑝→0 (𝑝 6𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 3)) = 2  
𝐵 = lim𝑝→−1((𝑝 + 1)𝑌(𝑝)) = lim𝑝→−1 ((𝑝 + 1) 6𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 3)) = −3  
𝐶 = lim𝑝→−3((𝑝 + 3)𝑌(𝑝)) = lim𝑝→−3 ((𝑝 + 3) 6𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 3)) = 1  

𝑌(𝑝) = 2𝑝 − 3𝑝 + 1 + 1𝑝 + 3 𝑦(𝑡) = 𝐿−1(𝑌(𝑝)) = (2 − 3𝑒−𝑡 + 𝑒−3𝑡)𝑈(𝑡) 

2. 𝒚′′ + 𝟑𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟏 

En appliquant la transformée de Laplace ; 



𝑝2𝑌(𝑝) + 𝑝 − 2 + 3𝑝𝑌(𝑝) + 3 + 2𝑌(𝑝) = 1𝑝 

 (𝑌𝑝)(𝑝2 + 3𝑝 + 2) + 𝑝 + 1 = 1𝑝 (𝑌𝑝)(𝑝2 + 3𝑝 + 2) = 1𝑝 − 𝑝 − 1 = 1 − 𝑝2 − 𝑝𝑝  

 (𝑌𝑝) = 1 − 𝑝2 − 𝑝𝑝(𝑝2 + 3𝑝 + 2) 

Sachant que : 𝑝2 + 3𝑝 + 2 = (𝑝 + 1)(𝑝 + 2); on peut écrire Y(p) sous la forme : 𝑌(𝑝) = 1 − 𝑝2 − 𝑝𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2) 

On décomposant Y(p) en somme de fractions élémentaires ; 𝑌(𝑝) = 𝐴𝑝 + 𝐵𝑝 + 1 + 𝐶𝑝 + 2 

Avec : 𝐴 = lim𝑝→0(𝑝𝑌(𝑝)) = lim𝑝→0 (𝑝 1 − 𝑝2 − 𝑝𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)) = 12 
 

𝐵 = lim𝑝→−1((𝑝 + 1)𝑌(𝑝)) = lim𝑝→−1 ((𝑝 + 1) 1 − 𝑝2 − 𝑝𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)) = −1  
𝐶 = lim𝑝→−2((𝑝 + 2)𝑌(𝑝)) = lim𝑝→−2 ((𝑝 + 2) 1 − 𝑝2 − 𝑝𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)) = −12  

 

On obtient : 𝑌(𝑝) = 12𝑝 − 1𝑝 + 1 + 12(𝑝 + 2) 𝑦(𝑡) = 𝐿−1(𝑌(𝑝)) = (12 − 𝑒−𝑡 − 12 𝑒−2𝑡) 𝑈(𝑡) 

Exercice 5 : 𝑓(𝑡) = 𝑓0(𝑡) + 𝑓0(𝑡 − 𝑇) + 𝑓0(𝑡 − 2𝑇) + ⋯ + 𝑓0(𝑡 − 𝑛𝑇) 𝐿(𝑓(𝑡)) = 𝐿((𝑓0(𝑡)) + 𝐿(𝑓0(𝑡 − 𝑇)) + 𝐿(𝑓0(𝑡 − 2𝑇)) + ⋯ + 𝐿(𝑓0(𝑡 − 𝑛𝑇)) 𝐹(𝑝) = 𝐹0(𝑝) + 𝑒−𝑇𝑝𝐹0(𝑝) + 𝑒−2𝑇𝑝𝐹0(𝑝) + ⋯ + 𝑒−𝑛𝑇𝑝𝐹0(𝑝) = 𝐹0(𝑝)(1 + 𝑒−𝑇𝑝 + 𝑒−2𝑇𝑝 + ⋯ + 𝑒−𝑛𝑇𝑝) 



(1 + 𝑒−𝑇𝑝 + 𝑒−2𝑇𝑝 + ⋯ + 𝑒−𝑛𝑇𝑝) représente la somme d’une suite géométrique de 

raison 𝑒−𝑝𝑇 et de premier terme 1. 1 + 𝑒−𝑇𝑝 + 𝑒−2𝑇𝑝 + ⋯ + 𝑒−𝑛𝑇𝑝 = lim𝑛→∞ (1 − 𝑒−(𝑛+1)𝑇𝑝1 − 𝑒−𝑝𝑇 ) = 11 − 𝑒−𝑇𝑝 

Donc ;  𝐹(𝑝) = 𝐹0(𝑝) 11 − 𝑒−𝑇𝑝  
Exercice 6 : 

Dans ce cas 𝑓0(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡 − 𝜏) 

Et ; 𝐹0(𝑝) = 1𝑝 − 1𝑝 𝑒−𝜏𝑝 = 1𝑝 (1 − 𝑒−𝜏𝑝) 

𝐹(𝑝) = 𝐹0(𝑝) 11 − 𝑒−𝑝𝑇 = 1𝑝 (1 − 𝑒−𝜏𝑝)1 − 𝑒−𝑇𝑝     
Exercice (+) 

Soit la fonction de transfert suivante : 𝐹(𝑝) = 4𝑝𝑝2(𝑝 + 2) 

Déterminer la fonction 𝑓(𝑡)  

Solution  

On peut écrire : 𝐹(𝑝) = 𝐴𝑝 + 𝐵𝑝2 + 𝐶(𝑝 + 2) 

Avec ; 𝐴 = lim𝑝→+∞(𝑝𝐹(𝑝)) = lim𝑝→+∞ (𝑝 4𝑝𝑝2(𝑝 + 2)) = 12 
 

 

 

 



 

 

 

 

 

 


