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@ Méthodes directes de résolution des systémes linéaires :
Introduction
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Méthodes directes de résolution des systémes
linéaires

Généralités :Soit a résoudre un systéme de n équations
linéaires & m inconnues (1, T, ..., Tp,)

a1 + 1229 + .. + ALy, — b1
a91T1 + A92x9 + ...... + Qo Ty, = bg
Ap1X1 + QpaXo + ooo..... + ApnTm = bn
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Méthodes directes de résolution des systémes

linéaires

Ce systéme peut étre écrit sous la forme : AX = b avec

A, est une matrice et X,,, b, sont des vecteurs.

Lo o @imy 2 [ R) \ -
« <Az

JGam/ | M
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Méthodes directes de résolution des systémes

linéaires

ne change pas la solution d’un systéme linéaire si :
On permute deux lignes,
On permute deux colonnes,

°
°
@ On multiplie une ligne par un réel non nul,
e On ajoute une ligne a une autre,

°

Nous allons donc utiliser ces transformations pour se ramener
a un cas simple est équivalent.

Définition

Une méthode de résolution d’un systéme linéaire est dite directe si
la solution du systéme peut étre obtenue en un nombre finis
d’opérations.

| A
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Systeéme linéaire carré

Définition
Un systéme linéaire carré (Cramer) est un systéme de n équations
a m inconnues.
apxy+apn+...+a,x, = b] “41)
W ey tana+.tanx, = b (L)
(S)
Xy +ap +... +ayx, = by, (L)
ayy, ap ... ... dap\(x b,
an a» cee  ees Qop X2 b:
gl A eee . Ap) \ Xy b,
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Systeéme linéaire carré : Résolution

Pour résoudre un systéme linéaire carré, il existe

plusieurs solutions :

@ Solution basée sur I'inversion de la matrice A :
ATIAX = A% = X = A~1b,

e Triangulation du systéme et résolution d’un systéme
triangulaire.
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© Méthode d’élimination de Gauss
@ Résolution d’un systéme triangulaire
e Triangulation d’une matrice carrée : transformation d’un
systéme linéaire carrée en un systéme triangulaire
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Méthode d’élimination de Gauss

La méthode de Gauss consiste a transformer le systéme initial
(AX = b) en un systéme équivalent (A’X = 0') avec A’ une
matrice triangulaire.

passe par deux étapes :

Triangulation supérieure,
Une remontée(résolution d’un systéme triangulaire supérieur),
ou

Triangulation inférieure,

Une descente (résolution d’un systéme triangulaire inférieur),

v
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© Méthode d’élimination de Gauss
@ Résolution d’un systéme triangulaire
e Triangulation d’une matrice carrée : transformation d’un
systéme linéaire carrée en un systéme triangulaire
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Résolution d'un systéeme triangulaire supérieur

Si A est une matrice triangulaire supérieure et si aucun

élément diagonal n’est nul, la solution du systeme

AX = b est :

Ty = bn/ann J

T; = (bi_Z?:i-H aijxj)/aii avec 1 =n — 1,...,1 J
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Résolution d'un systéeme triangulaire supérieur

Exemple
3$1+31’2+J}3 =1
0+ 2.T2 — 2.’173 =2

On peut 'écrire sous la forme matricielle :

Klai Sihem, H. Benlarbi
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Résolution d'un systéeme triangulaire supérieur

» Dont [a solution est:
‘3=
242(,)
2= TZ =3 2
1-3(3/)-Y
' xl - 32 : - 4/3
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Résolution d’'un systéme triangulaire inférieur

Si A est une matrice triangulaire inférieure et si aucun

élément diagonal n’est nul, la solution du systeme

AX = b est :

1 =bi/an J

x; = (b — Z;;ll aijTi)/a; avec i = 2,...,n J
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Résolution d’'un systéme triangulaire inférieur

Exemple

35(71 +04+0=3
201 — 229+ 0=2
$1+2I’2—2{E3:2

On peut 'écrire sous la forme matricielle :

Klai Sihem, H. Benlarbi
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Résolution d’'un systéme triangulaire inférieur

* D'oll par identification, on a
3y =30x=1

242
—=0

x1+2x2-2 1/
— T — 2

'2x1—2x2—2<—>x2—
°x1+2xZ—ZX3=2Hx3=

* La solution du systeme est donc
1
of 0
1/,
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© Méthode d’élimination de Gauss
@ Résolution d’un systéme triangulaire
e Triangulation d’une matrice carrée : transformation d’un
systéme linéaire carrée en un systéme triangulaire
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Triangulation supérieure

Soit un systéme linéaire AX = b (A est une matrice

carrée (n*n) et b, un vecteur de n éléments. il y a n

étapes ;)
e A l'étape k, on annule sous la diagonale les coefficients de la
colonne k
e A chaque ligne 7 > k, on soustrait la ligne & multipliée par
a(;'i)/ agy,

(k+1) (k)
a; o =a; — akj * azk /a J

b(kH = b(k bk];) * a’zk /akk
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Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure

Exemple : Résoudre par la méthode de Gauss le systéme

suivant :
Triangulation supérieure
1 2 3\ /™M 4

112x2=5
111x3 6

Klai Sihem, H. Benlarbi Méthodes Numériques 17 décembre 2023 20/76



Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure

(k+1) (k)
a; ' =a; — ak] * azk /a

o a@[2,1] = a[2,1] — a[1,1] x a[2,1]/a]1,1]
0 aP2,1]=1-1%1/1=0

k=1i=27=2

a?[2,2] = a[2,2] — a[1,2] * a[2,1]/a[1, 1]
a?[2,2] =1-2%1/1=—

k=1i=2;j=3

@)[2,3] = a[2,3] — a[1, 3] * a[2,1]/a[1, 1]
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Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure

(k+1) (k)
a; ' =a; — ak] * azk /a

o a@[3,1] = a[3,1] — a[1,1] xa[3,1] /a1, 1]
0 a?@[3,1]=1-1%1/1=0

2)[3,3] = a[3,3] — al1,3] *xa[3,1]/a[1,1]
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Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure

bz('kH) = bz('k) - bl(c ) azk /akk
o b@[2] = b[2] — b[1] * a[2,1]/a[l, 1]
0 b2) =5-4x1/1=1

b[3] — b[1] x a[2,1]/a[L, 1]
0 b3 =6-4x1/1=2
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Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure

matrice A®) et b2
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Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure

k k

an+1) aZ(J) —ak] *azk /a
o a¥[3,2] = a[3,2] — a[2,2] * a[3,2]/a[2, 2]
0 a®[32=-1-(-1)x-1/—1=0

a®[3,3] = a[3,3] — a[2, 3] * a[3,2]/a[2,2]
a®[3,3] = —2— (-1 x(-1/—1)= -1
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Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure

o b®[3] = b[3] — b[2] * a[3,2]/a[2,2]
o VOB =2—(1)x-1/-1=1
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Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure et remonté

matrice A®) et b3




Résolution par la méthode de Gauss avec

Triangulation supérieure et remonté
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@ 1.a méthode Factorisation LU

e Calcul des matrices L et U
Résolution d’un systéme triangulaire inférieur LY = b
Résolution d’un systéme triangulaire supérieur UX =Y
Factorisation LU : Déduction du déterminant de la matrice A
Exercice
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La Factorisation LU : Motivation

Imaginons que nous avons a résoudre plusieurs systémes linéaires
avec la méme matrice A et des b différents : AX = by, AX = by,
AX = b37... 5

Et que les vecteurs b ne sont pas connus initialement et sont
calculés au cours du processus;

Dong, il n’est pas raisonnable de recommencer la triangulation de
Gauss a chaque résolution ;
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La Factorisation LU : Principe

e La factorisation est une solution qui consiste a factoriser la
matrice A sous la forme A = LU ou :
© L est une matrice triangulaire inférieure (L=lower ;)
© U une matrice triangulaire supérieure (U=upper) ;

@ L et U sont conservées en mémoire, par la suite, tout systéme
AX =b< LUX = b et sera remplacé par la résolution des
deux systémes équivalents.

Résolution d’un systéme linéaire par Factorisation LU :

@ Calcul des matrices triangulaires inférieure L et supérieure U ;
© Résolution du systéme triangulaire inférieur LY = b avec
Y=UX;

@ Résolution du systéme triangulaire supérieur UX =Y ;
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La Factorisation LU

L’équation matricielle A = LU

O pg. Oy [ 000 0 00 0y /gl .y
(pp g+ +lgp 121 122.0 o0 0 Upy . WUy

{31132’330 0 00 gy . Uy
=, . . . 0 0 gy

o n v AR Up-1n
fing g oo o 1,,1 ’,12 ‘Inn 00000 Unn
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Factorisation LU : choix de solution : Crout ou
Doolittle

e La décomposition LU n’est pas unique
e Il faut choisir au préalable des choix arbitraires

@ Les deux choix les plus populaires consistent & imposer que
I'une des matrices L ou U a la valeur 1 pour ses éléments de
diagonale :

@ Choix 1 : décomposition Crout : si les éléments de la
diagonale de U sont fixés a 1

e Choix 2 : décomposition Doolittle : si les éléments de la
diagonale de L sont fixés a 1
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La Factorisation LU : Doolittle

QO AX =0 LUX =b,onpose UX =Y ;

© Résoudre le systéme triangulaire inférieur LY = b;

@ Résoudre le systéme triangulaire supérieur UX =Y ;

000 Uy Uy Uy Uy
L- L 100 U= 0 Uy Uy Uy
by 10 00 Uy Uy
Ly Iy Iy 1] 00 0 U

Klai Sihem, H. Benlarbi Méthodes Numériques 17 décembre 2023 34/76



@ 1.a méthode Factorisation LU

e Calcul des matrices L et U
Résolution d’un systéme triangulaire inférieur LY = b
Résolution d’un systéme triangulaire supérieur UX =Y
Factorisation LU : Déduction du déterminant de la matrice A
Exercice
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La Factorisation LU : Doolittle

Pour déterminer les matrices L, et U,,, on doit calculer les
coefficients [;; et u;; a partir de I’égalité ci-dessous (multiplication
de deux matrices A, = LpyUpny) :

k=n
Bij = D pey likUk;

avec l;; = 0 pour ¢ < j et u;; = 0 pour @ > j

ly;=1pouri=1,...,n

=il : . . .
Wij = Qij — Y gy lixlgj avec i =2,..,net j=1i,.nsii<=j J
l _ k:Z—ll o 2 t o o . . .

i = Qi — Y oy Lk /ug avec i =2 .. net j=1i,.nslj>i J
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Exemple :La Factorisation LU : Doolittle

Résoudre par la méthode de Factorisation LU (Doolittle) le
systéme suivant :
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12 3 1 0 0\ /U1 U Us
. (1 1 2) =l 1 0 ( 0 uy u23) =
1 1

0 0 U3z

Ugy Ugp Ug3
cA=| byt Lyugy Uy, ly1Uyz + Ups
lyguyy  D3qlgy + 3oty L3qllys + L3plly3 + 133
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Etapel : Calcul des matrices triangulaires

inférieure L et supérieure U

@ 11 = U1
@ A12 = U12

@ 13 = U3

@ as = lyjun
Q@ Q99 = 121'11,12 -+ Ugo

@ ags = lyruis + ugs

® az = lz1un

@ asy = lz1u1g + l32u9

@ asz = lz1uis + l30u93 + Uus3
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Factorisation LU : Etapel :Calcul de L et U

partiel : Calcul de la lere ligne de U, la lere

colonne et la diagonale de L

liy=1pouri=1,....n pour n =3 J

hi=1lp=1I3=1

uyp = ap; = 1, upp = a1p = 2, uiz3 = a;3 = 3

—_ S

log = a21/U11 =1, 13 = CL31/U11 =1
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Factorisation LU : Etapel :Calcul de L et U
Calcul de la lere ligne de U, la lere colonne et la

diagonale de L
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Factorisation LU : Etapel :Calcul de L et U

Calcul alternatif des autres coefficients de U et
de L

A = lo1uia + Uz = Ugx = a2 — o1z = —1 J

@ij = ligtgg + uij; = Uij = aij — ligug;
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@ a3 = lyyuis + U3 = Uz = agz — lyrugz = —1

@ asy = lz1uig + l32 ¥ uge = 39 = (a32 - 131U12)/U22 =1

0 aij = ligur; + uij; = wij = aij — ligug;

@ 4y, = ljkuki + lji * Uy = lj'i = (llji - ljkuki)/uii

Klai Sihem, H. Benlarbi
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Factorisation LU : Etapel :Calcul de L et U

Calcul alternatif des coefficients de U et de L

ass = ls1uns + l30u23 + uss = uss = ass — (l31u13 + lougs) = —1 J

Qjj = likuk]’ T llkuk‘] T Ui = Ui = Qjj — (likukj I lzkuk])
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Calcul alternatif des coefficients de U et de L
(Doolittle)

Algorithm
Définir une matrice carrée A,

Initialiser deux matrices carrées Ly, et U,, a0
for allic{1,..,n} do
for all j € {i,...,n} do
if i <= j then .
Ui, 3] = Ali, ] — (S5 Lii, b Ul 1)
end if
if j >=1 then .
L{jii] = (Alj,i] — (457 L[, k] * Uk, i) /Ui,
end if
end for
end for

y
Klai Sihem, H. Benlarbi
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Calcul alternatif des coefficients de U et de L
(Crout)

Algorithm

Définir une matrice carrée A,
Initialiser deux matrices carrées Ly, et U,, a0
for allic{1,..,n} do
for all j € {i,...,n} do
if i <= j then .
Lfi, ) = Ali,) — (X5 Ui K] = Lik, 5]
end if
if j >=1 then .
UL, = (Alj, ] — (4= UL, k) * Lk, 1) /LG,
end if
end for
end for

Klai Sihem, H. Benlarbi Méthodes Numeériques 17 décembre 2023



@ 1.a méthode Factorisation LU

e Calcul des matrices L et U
Résolution d’un systéme triangulaire inférieur LY = b
Résolution d’un systéme triangulaire supérieur UX =Y
Factorisation LU : Déduction du déterminant de la matrice A
Exercice
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Factorisation LU : Etape2 : Résolution d'un

systeme triangulaire inférieur LY = b

v

oy =4
@Y1 +Y=95 = 4+y=5 = y=1
oy t+ytys=6 = yz3=1
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Factorisation LU : Etape3 : Résolution d’'un

systéme triangulaire supérieur UX=Y

UX=Y

0333:—1

@ —Iy—23=1 = 9 =10
@ r1+29+3,3=4 = x1=7

Klai Sihem, H. Benlarbi Méthodes Numériques 17 décembre 2023 49 /76



@ 1.a méthode Factorisation LU

e Calcul des matrices L et U
Résolution d’un systéme triangulaire inférieur LY = b
Résolution d’un systéme triangulaire supérieur UX =Y
Factorisation LU : Déduction du déterminant de la matrice A
Exercice
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@ 1.a méthode Factorisation LU

e Calcul des matrices L et U
Résolution d’un systéme triangulaire inférieur LY = b
Résolution d’un systéme triangulaire supérieur UX =Y
Factorisation LU : Déduction du déterminant de la matrice A
Exercice
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Factorisation LU : Déduction du déterminant de

la matrice A

* De la solution du systeme
 AX=B
* et en décomposant la matrice A en
*A=LU
* on déduit le déterminant de la matrice A par
* det4 = det(LU) = detL. detU

Klai Sihem, H. Benlarbi Méthodes Numeériques 17 décembre 2023



Factorisation LU : Déduction du déterminant de

la matrice A

* Comme le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des
éléments diagonaux de cette matrice, on obtient

i=n ) i=n
* detA = ﬂz =1 bii j=1 Wi

* Exemple: reprenons notre matrice A de I'exemple précédent

123
‘1112
111
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Factorisation LU : Déduction du déterminant de

la matrice A

lors, on dedut que -
detd = (LL(L-1-1) =1
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@ 1.a méthode Factorisation LU

e Calcul des matrices L et U
Résolution d’un systéme triangulaire inférieur LY = b
Résolution d’un systéme triangulaire supérieur UX =Y
Factorisation LU : Déduction du déterminant de la matrice A
Exercice
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Exercice

Questionl : Décomposer la matrice A,,, (n=3) en un produit de
matrices L, U,, par la méthode de factorisation LU en
appliquant ’algorithme Doolittle puis en appliquant 1’algorithme
Crout.
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Exercicel

Question2 : Résoudre les systémes linéaires pour la méme matrice
A avec les vecteurs by et by, Av = by et AX = bs.

by = (2,5,3)

et by = (8,1,4)
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@ La méthode de décomposition de Cholesky
e Rappel

@ Théoréme de Cholesky :
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La méthode de décomposition de Cholesky
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@ La méthode de décomposition de Cholesky
e Rappel

@ Transposée d’'une matrice
@ matrices symétriques définies positives

@ Théoréme de Cholesky :

Klai Sihem, H. Benlarbi Méthodes Numériques
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Rappel :Transposée d’une matrice

La transposée d’une matrice A € M, ,,(R) est la matrice notée
At € My, n(R)

afg = Qj; 1= 17 —y j = 1’ ey M (1)

Exemple :
12\’

t
02 ()
4 7

Klai Sihem, H. Benlarbi
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Rappel : matrices symétriques définies positives

Une matrice A € M, est dite définie symétrique positive si :
QO A' = A alors A est symétrique
Q@ X'AX > (VX € (R)™ alors A est positive
Q@ X'AX =0ssi X =0 alors A est définie
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@ La méthode de décomposition de Cholesky
e Rappel

@ Théoréme de Cholesky :
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Théoreme de Cholesky :

Si A € M,,,(R) est une matrice symétrique réelle définie positive,
il existe au moins une matrice B triangulaire inférieure telle que :

A= BB' (2)
Supposons que A est une matrice symétrique :
BY =10
AX =b& B(B'X)=b=
B'X =Y
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Algorithme Cholesky

Algorithm

Définir une matrice carrée Ay,
Initialiser une matrice B, a0
for alliec {1,..,n} do
for allje{l,.. i+1} do
s = Y_u) Bli, k] * B[j, k]
if i = j then
Bli, j] = \/Ali,i] — s
else
Bli, ] = (Ali, ] - 5)/Blj, ]
end if
end for
end for
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Exemple :

1 21 T 1
2 5 2 *lx]=|2
1 2 7 T3 3
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Décomposition Cholesky

1 21 by 0 O bii bar b3
A= 2 5 2 = b21 b22 0 * 0 b22 b32
1 2 7 b31 b32 b33 0 0 b33
I 21 b3, b11b21 b11b31
A=12 5 2| = [ bybnn b2, + b3, b21b31 + ba2bsa
1 27 b31bi1 b31bor + bsaboy b2 + b2y + b2,
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1 21 b%l blleI bllb31
A = 2 5 2 = bglbll b%l + b%Q b21b31 + b22b32
1 27 ba1b11 baibay + baobay b3, + b2, + b3,

Cl11:b%:1:>511:\/a_11:1

a1z = biibay =2 = by = a12/by1 =2

a13 = b11bs1 =1 = b31 = a13/b1y

ag = bybyy =2

a22:b§1+b§2:5:>522: \/a22_b§1 =1

a3 = ba1bgy + baobsa = 2 = bgy = (a23 — ba1bs1)/bay = 0
azy = bg1by =1

a3z = b31b21 + b3gbay = 2

azs = b3, + b3y + b2y = 7 = byy = \/ags — (b3, +b3,) = /6
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Résolution du systéme triangulaire inférieur

BY =10

10 0 " 4
By =(21 0 |*x|w|=[5]=0
1 0 244 n 6
Y1 4
= |y|=1-3
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Résolution du systeme triangulaire supérieur

B'X =Y

1 2 1 I 4
Bt X=(01 0 x |zl = -3 | =Y
0 0 244 T3 0.81
T 9.66
= | X2 | = -3
T3 0.33
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Exercice

Donner la décomposition de cholesky de la matrice suivante :

4 0 12 —6
0 1 2 1
A=112 2 29 —4
-6 1 —4 51

by 0 0 O

Posons B = bay b 0 O

b31 b32 b33 0
b41 b42 b43 b44
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Ce qui donne les relations suivantes :

®,=4 >

bxby=0 =
byxbi=12 =

by xbig=—6 =

By +8a=1 =

byy X bgy+byyxbyp=2 =

byy xbyy+bya xbga=1 =

B+, +035=19 =

byabyy +b3abya+bysbys=—4 =

By +0y+ by +0,=51 = by=vEI-9-1-16="V

B [04, 04, B4, 6], 04, 14, 04, 24], 54, 28,34, 02), [ 3, 14,44, 4]
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